Grassmann:

W1,W2 ssv di V (dim finita)

dim(W1+W2) + dim(W1(W2) = dimW1 + dim W2
D: sia {u1,….uk} una base di W1(W2 

per teor.completamento :

esistono wk+1,…..wd1 t.c.

{u1,….uk, wk+1,….wd1} è una base di W1,

esistono vk+1,…..vd2 t.c.

*{u1,….uk, vk+1,….vd2}  è una base di W2 .

unendo le due basi abbiamo un sistema di gen. per W1+W2,

perciò {u1…uk, wk+1..wd1, vk+1..vd2} generano W1+W2.

basta mostrare che sono lin.indip. Supponiamo:

   a1u1+…+akuk + bk+1vk+1+…+bd2vd2 +...+ck+1wk+1 +…+cd1wd1 = 0
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il vettore   
ck+1wk+1 +…+cd1wd1  (  (W1(W2) 

è anche     (  span {u1,…uk}
e perciò:

ck+1wk+1 +…+cd1wd1 = a1u1+…+akuk,     =>    ck+1 =….= cd1 = 0;

e dato che anche * è lin.indip, 

=>  a1 = ak = bk+1= bd2 = 0

Completamento:

V sv su K di dim finita n,

{v1….vd} insieme di vettori lin indip.

esistono   vd+1….Vn   t.c. {v1….vd,vd+1…vn} è una base.

D: - se span {v1…vd} = V  si ha già una base ! ( fine dim.

     - se span {v1…vd} ( V    

esiste v(V che non è combinazione lineare di v1…vd. 

{ v1…vd, v} sono ancora lin.indip.

 -    se span { v1…vd, v} = V ( fine dim.

 -    se span { v1…vd, v} ( V esiste un’altra v….

conclusione: dopo “n-d” passi si hanno “n” vettori lin indip. che costituiscono una base. ( fine dim. 

Nullità più rango:

V sv di dim finita, f ( L(V,W)

dim Ker(f) + dim Im(f) = dim V

Lemma: sia {v1….vk} base di V==>f(vz)...f(vk) sist.di gen per Im(f)

D: se w(Im(f), ( v t.c. f(v)=w. Poichè {w1...wk} è una base, v=x1v1+...+xnvn . 
     w=f(v)=x1f(v1)+...+xnf(vn) ( span{f(v1)..f(vn)}

D: 
sia {v1….vk} una base di Ker(f) 

(*:)e {vk+1…vn} un completamento ad una base di V

quindi   f(vk+1)…f(vn) è un insieme di generatori per Im(f).

dato che (*), f(vk+1)…f(vn) sono lin.indip.

supponiamo 
ak+1f(vk+1)+…..+anf(vn) = 0, dato che f è lineare:

= f ( ak+1vk+1 + ….+anvn) 

=>  ak+1vk+1 + ….+anvn     ( Ker(f)

=> esistono   a1…ak   t.c.            ak+1vk+1 + ….+anvn = a1v1+…+akvk

e dato che {v1….vn} è una base di V 

=>       a1=…= an = 0

f(vk+1)…f(vn) sono una base di Im(f), sono n-k vettori

n= dim V

k= dim Ker(f)

Lemma:   v ( span{v1…vk}   ==>  span{v1…vk} = span{v,v1…vk}

(1) span{v1…vk} ( span{v, v1…vk}  ovvio !

(2) w ( span {v, v1…vk} ==> w =av + a1v1+...+akvk
v = b1v1+...+bkvk ==> w = (ab1 +a1)v1+...(abk +ak)vk
w=c1v1+...ckvk ==> w ( span{v1...vk}=> ( ( )

dimV
= n° di incognite

dim Ker(f)
= n° di parametri delle soluzioni

dim Im(f)
= n° di equazioni delle soluzioni

perché una matrice sia invertibile, le sue colonne devono essere lin.indip., => deve avere il determinante diverso da 0.

matrici simili hanno lo stesso polinomio caratteristico

per essere simile a una matrice diagonale deve essere diag.bile

f è suriettiva sse Im(f)=W : ogni elem.di Im(f) proviene da W.

se dimV<dimW non esistono f:V(W lineari suriettive

f è iniettiva sse Ker(f)={} : due elem. diversi hanno Im diversa.

se dimV>dimW non esistono f:V(W lineari iniettive

