Numeri Complessi

E’ ben noto che non esiste alcun numero reale z tale che 22 = —1 o, equivalentemente, che ’equazione
22 4+ 1 = 0 non ha soluzioni reali. Cosi come & possibile estendere i numeri razionali, introducendo i
numeri reali, in modo che equazioni quali ad esempio X2 — 2 = 0 abbiano soluzioni & anche possibile
estendere i numeri reali in modo che I'equazione z? + 1 = 0 abbia soluzioni. Il sistema di numeri a cui
si perviene, i numeri complessi, ha proprieta molto interessanti, ad esempio ogni equazione algebrica ha
soluzioni complesse.

Definizione 1. Nellinsieme C = R x R delle coppie ordinate di numeri reali definiamo una somma e
un prodotto ponendo:

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)

(a,b) - (¢,d) = (ac — bd, ad + be)

E’ immediato verificare che queste operazioni sono commutative e associative e vale la proprieta
distributiva del prodotto rispetto alla somma
Poiché per ogni numero complesso (a,b) si ha:

(a7 b) + (070) = (a’a b) € (av b) ’ (13 O) - (CL, b)

(0,0) & l’elemento neutro rispetto alla somma e (1,0) & elemento neutro rispetto al prodotto. Inoltre
si verifica subito che (—a, —b) & l'opposto di (a,b) e, se a e b non sono entrambi nulli,

a b
. _ - (1
(0,0) (=) = (1,0)

cioe (a/(a® +b?), —b/(a® + b?) & I'inverso di (a,b).
Introduciamo ora un’altra notazione per i numeri complessi che risulta particolarmente efficace per
effettuare i calcoli. Siccome per ogni (a,b) € C si ha:

(a,b) = (a,0) + (b,0) - (0,1)

identificando (a,0) con a, (b,0) con b e posto i = (0,1) possiamo esprimere un numero complesso
nella forma

a+1ib
dove a,b € R ed i € C & il numero complesso, detto unita immaginaria, tale che
i =(0,1)-(0,1) = (=1,0) = —1 .

Cio significa che in C il numero —1 € un quadrato. Piu in generale si ha:

Proposizione 2 Ogni numero complesso € un quadrato.

Dim. Segue dall'uguaglianza

\/ (a2 +b2) +a ‘\/\/m—a
2 t 2

2

=a-+1ib .

O

Definizione 3. Dato un numero complesso z = a+ib, definiamo parte reale Re (z), parte immaginaria
Im (z), modulo |z| e norma N(z) di z ponendo:

Re(z) =a Im(z) =9

|z| = Va2 + b? N(z) = |z])* = a® +b?

Il numero zZ = a — i b si dice coniugato di z e 'applicazione o : C — C definita da o(z) =z ¢ detta
CcONIUGLo.



Proposizione 4 Valgono le sequenti proprieta:

1. @:z;

2. 21+ 22 =71+ %2;

3. 7 =717

4. 12l = lzl;

5. |2P=2-%;

6. z€ R seesolose z=7%;
7. |z| =0 se e solo se z=10.

Dim. Sono facili verifiche. O

Proposizione 5 La somma e il prodotto di due numeri complessi coniugati sono due numeri reali.

Dim. Se z=a+ib, si ha infatti: z+Z=2a e z-Z = a? + b2. O

Proposizione 6 Dati due numeri complessi z1 e zo si ha:
|21 + 22| < [z1] + |22] -

Dim. Siha: |21 + 2|2 = (21 + 22)(Z1 + 22) = |21]* + |22 + 2122 + Z122.

Poiché z1Z3 e Z1z2 sono coniugati, la loro somma & il numero reale 2Re (21Z3). Ma la parte reale
di un numero complesso &€ minore o uguale al suo modulo, quindi

21Z2 + Z122 < 2|21 - 29| = 2|21] - |22]-

Ne segue |21 + 22| < |21]* + [22]* + 2|21 ][22] = (|21] + [22])%. 0

Rappresentazione trigonometrica

Poiché un numero complesso ¢ determinato da una coppia di numeri reali, possiamo rappresentare
geometricamente un numero complesso con un punto di un piano dotato di un sistema di coordinate
cartesiane ortogonali. Piu precisamente associando al numero complesso a + i b il punto di coordinate
(a,b) si ha una corrispondenza biunivoca tra numeri complessi e punti del piano. In questa situazione,
quando cioe i punti sono identificati con numeri complessi il piano ¢ detto piano di Argand-Gauss , asse

z si dice asse reale e 'asse y asse immaginario.
Un numero complesso z ¢ individuato nel

piano di Argand-Gauss dal suo modulo p e,
se z # 0, dalla rotazione antioraria ¢ che
il semiasse positivo reale deve compiere per
sovrapporsi alla semiretta uscente dall’origine |
e che contiene z. La rotazione i}, misurata 2| |
in radianti, & definita a meno di multipli di |
27 e si chiama argomento di z e si denota |
Arg (z). Quindi Pargomento di z non & unico |
ma se ¥ = Arg (z), ogni numero reale del tipo O
¥+ 2km con k € Z ¢ un argomento di z.

Y

Se p e ¥ sono il modulo e 'argomento di un numero complesso z = a + ib non nullo, si ha allora
a = pcost b= psind ed anche

a ) b
cost = pra sind = P
Dalle formule precedenti si ottiene:
z = p(cos¥ + i sin})

che ¢ detta forma trigonometrica del numero complesso z.



Proposizione 7 Se zy, z0 € C, si ha
Arg (z122) = Arg (1) + Arg (22) .
Dim. Sia z; = p1(costy +i sinty) e 2o = pa(cos¥q + ¢ sinddy). Allora
2122 = p1p2(costy +i sinvy)(cos Ve + i sinds)

= p1p2(cosdy cos ¥y — sindy sinds) + i (cos ¥y sin Vs + sin ¥y cos Js)
= pipa(cos(Py + J2) + i sin(dy + Va) .

Corollario 8 (Formula di de Moivre) Per ogni n € Z si ha

[p(cos V) + i sin®)]™ = p"(cosnd + i sinndd) .

Rappresentazione esponenziale

In matematica una delle funzioni piu importanti e senza dubbio la funzione esponenziale e*. Tale fun-
zione si puo estendere al campo complesso utilizzando la formula di Fulero, una delle formule piu curiose
(e pit utili) di tutta la matematica, che permette di definire le potenze con esponente immaginario. La
formula & la seguente: se ¥ € R,

e’ = cos ¥ + i sin® (1)

Non riportiamo la dimostrazione di tale formula che richiederebbe alcune nozioni di teoria delle funzioni
di variabile complessa.

Dalla formula di Eulero si ricava una scrittura piu compatta della rappresentazione trigonometrica
di un numero complesso.

z = p(cos® + i sin) = pe'’

Questa notazione risulta particolarmente comoda sia per la brevita sia per il fatto che, come si puo
dimostrare, le proprieta delle potenze valgono anche per ’esponenziale complesso. Accenniamo ad
alcune conseguenze della formula (1).

Se z=a+1ibe€ C & un numero complesso, allora dalla (1) si ricava

e* = el — ¢ g1t — % (cosbh + i sinb)

quindi si puo definire ’esponenziale di un qualunque numero complesso.
La funzione di variabile complessa e” & una funzione periodica di periodo immaginario 27¢ per cui
si ha

e*T2kmi — o7y e C

Il fatto che e* non é iniettiva pone problemi per la sua inversione. In effetti la definizione di una
funzione logaritmo nel campo complesso, anche se possibile, non ¢ unica e la sua introduzione pone
parecchi problemi troppo delicati per essere affrontati in questa sede. E’ invece facile estendere al
campo complesso le funzioni trigonometriche in modo tale che la formula di Eulero valga in generale e
non solo per un esponente puramente immaginario. Infatti dalle

e'*=cosz+isinz ; e ' =cosz—1isinz
si ricava
. 1276722 622+67,LZ
sing = ——— ; cosz = ————
2i ’ 2

Esempio Se z = pe'V e n € Z, usando la notazione esponenziale la formula di de Moivre si riscrive in
modo pilt compatto

o — pnei ny
Si voglia ad esempio calcolare (1 +14)'%°. Poiché 1+ i = /2¢'™/* si ha

(14 4)100 = (1/2)100i100m/4 _ 9504i25m _ 950



Radici di un numero complesso

Dato un numero complesso « e un intero positivo n, si dice che z € C ¢ una radice n-esima di « se
2" =a.

Utilizzando la rappresentazione trigonometrica di un numero complesso si puo provare il seguente
teorema che generalizza la Proposizione 2.
Teorema 9 Ogni numero complesso o # 0 ha n radici n-esime distinte.

Dim. Siano r = |a| e ¥ = Arg(a), allora il modulo p e 'argomento ¢ di una radice n-esima di «
devono essere tali che p” =r e n¢ =9 (mod 27). Quindi

9+ 2k
p=r e ¢=—

n
qui ¥/r significa radice n-esima aritmetica del numero reale positivo r. Viceversa si vede subito che
ogni numero complesso della forma

B = r (cos—ﬁ + 2km +1 sen—ﬂ * 2]”)

¢ una radice n-esima di «. E’ chiaro che al variare di k£ in Z la (2) non fornisce numeri tutti distinti,
anzi due diversi valori k1 e ko di k forniscono lo stesso numero complesso se e solo se

9+ 2k _ Y+ 2kom
n o n

kel

kezZ (2)

(mod 27)

cio¢ se k1 — ky = 0 (mod n). Per avere tutte le radici n-esime di «, e ciascuna una volta sola, basta
dunque attribuire a k i valori 0,1,... ,n — 1. a

Se a =1 la (2) fornisce le n radici n-esime dell’unita

2k 2k
sk:cos—ﬁ—i—isen—ﬂ k=0,1,...,n—1. (3)
n n

Le radici n-esime dell’unita costituiscono un gruppo ciclico (moltiplicativo) di ordine n e si ha
er = e¥. I generatori di questo gruppo sono le radici n-esime primitive dell’unitd; esse si ottengono
dalla (3) quando k & primo con n. In particolare una radice primitiva &

2T . 27
g1 = coS— +18en—
n n

Si osservi che la (2) si pud cosi riscrivere:
Br, = Bo e}
Rappresentando i numeri complessi nel piano di Argand-Gauss si vede subito che le radici dell’unita

sono i vertici di un poligono regolare con n lati inscritto nel cerchio di centro l'origine e raggio 1 e che
ha un vertice nel punto (1,0).

Consideriamo I'equazione ax? + bz + ¢ = 0, dove a, b, c sono numeri reali e a # 0. Tale equazione
si puo riscrivere nella forma

x—f—ﬁ 2+—4ac—b2_0
2a 4a2

Se A = b? — 4ac > 0, 'equazione ha le radici reali (—b =+ v/A)/(2a). Se A < 0, 'equazione non ha
radici reali ma esistono due radici complesse coniugate date da

b V-A b VA
—— +1 e To=————1

2a 2a 2a 2a

Questo fatto si esprime dicendo che ogni polinomio di secondo grado a coefficienti reali ha due radici

complesse coniugate. Di fatto vale un risultato molto piu generale noto come teorema fondamenta-
le dell’algebra che afferma che ogni polinomio non costante in C[X] ha radici in C. Vi sono molte
dimostrazioni di questo teorema, ma anche le piti semplici richiedono 1'uso di strumenti che esulano dal-
Pambito di questo corso (funzioni di due variabili reali oppure funzioni di variabile complessa). Pertanto
qui ci limiteremo a dare I’enunciato ed alcune importanti conseguenze.

xr1 =

Teorema 10 (D’Alembert) Ogni polinomio a coefficienti complessi di grado positivo possiede in C
almeno una radice.



Esercizi

Es. 1. Calcolare la parte reale e la parte immaginaria dei seguenti numeri complessi:

4+ +/3i 1 1
5430 i(1—10)>" V2

Es. 2. Risolvere le equazioni: (1 +3i)z =4; (2—-3i)z=1; 2=t =2/3.

Z—1

(V2+1i), (iV2 —iv3)3, 2i—1.

Es. 3. Determinare tutti i numeri complessi z di modulo 1 tali che (14 3i)z € R.
Es. 4. Determinare i numeri complessi z tali che 23 € R e |z] = 1.
Es. 5. Scrivere in forma trigonometrica i seguenti numeri complessi:

2+4+2i, 3—i, —4, —3i, 1, —3—2i, 3+2i, cosw/3—isinn/3,

sinw/4+icosm/4, cosO+isinm/2, 4(cosw/4 —isinm/4)(sin37/4+ icos3n/4),

1 N 1 2444242 — 43
241 2—3’ 1—34 ’

(cosm/4 —isinm/3), (sing —icosa),
Es. 6. Calcolare il modulo dei numeri complessi:
(14 3i)(cos7+isin7), (4+ 3i)2(cos3 +isin3)* .
Es. 7. Rappresentare nel piano di Gauss gli insiemi:
{zeC | Re(2) 21}, {z€C | Im(z)=1}, {z€C | |z] =2},
{zeC | z-2=1}, {2€C | z2:2=0}, {z€C | z+z=2T},

{zeC | Arg(z):%}, {zeC | z4z=14}, {2€C | Re(z) Im(z) =0} .

Es. 8. Determinare:
a) le radici seste di 1;
b) le radici quarte di —i;

le radici cubiche di (3££)3;

o
~

3

d) le radici quadrate di f% + 273

~—

Es. 9. Determinare le radici dei seguenti polinomi: (X —i)® —+/2;  X*+41; X3 -3X24+7X —5;
X0 412X2, X*—1,iX3—X3—-1,/3X%—i..



