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Introduzione

Se per la stima di due parametriβ1, β2 si hanno a disposizione diverse potenziali

osservazioni (dette “sorgenti”) del tipoyi = xi1β1 +xi2β2 +ηi, ognuna delle quali

è indefinitamente ripetibile, il problema che sorge per lo sperimentatore è quello

di decidere quali di queste utilizzare ed in quali proporzioni.

Sotto opportune condizioni di ottimalità, la soluzione è laseguente: per la stima

di una singola quantità della formaθ = α1β1 +α2β2, per l’allocazione dell’ottimo

servono solo due sorgenti; per la stima di entrambi i parametri ne servono invece

due o tre.
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Capitolo 1

Formalizzazione del problema

Si consideri uno sperimentatore che vuole determinare due quantità sconosciute

β1, β2, e si assuma per questo scopo che si abbiano a disposizioner differenti

potenziali osservazioni, il cui esito è del tipo:

yi = xi1β1 + xi2β2 + ηi , (i = 1, . . . , r) (1.1)

dovexi1, xi2 sono coefficienti noti, eηi l’errore a media nulla e varianzaσ2. Si as-

suma inoltre che le osservazioni siano tra loro incorrelate, e che lo sperimentatore

possa effettuare ciascuna di esse in una qualsiasi quantità(0, 1, . . . ).

Fissato un numeron ≤ r di osservazioni da effettuare, sorge poi il quesito su

quali scegliere tra le possibilir ed in quale quantità. Per distinguere le potenziali

osservazioni da quelle attualmente effettuate, verranno indicate comesorgentile

prime e comeosservazionile seconde. Le sorgenti che vengono utilizzate nella

soluzione di un qualunque problema di allocazione ottima vengono detterilevanti,

le rimanentiirrilevanti.

Una sorgente è essenzialmente descritta dai coefficitenti del vettorexi = (xi1, xi2),

perciò la si chiamerà sorgentexi, o più semplicemente sorgentei-esima.

3



4

Siani = npi il numero di osservazioni allocate per l’i-esima sorgente, dove ipi

sono dei multipli di1/n che soddisfano le condizioni:

pi ≥ 0,
∑

pi = 1 (1.2)

La media delle osservazioni dell’i-esima sorgente assume la forma:

yi = xi1β1 + xi2β2 +
ηi√
pi

, i ∈ {1, . . . , r} (1.3)

dove il termine d’erroreηi/
√

pi ha varianzaσ2/ni, e quindiηi ha varianzaσ2/n.

Se un certopi è nullo, la corrispondente equazione sarà lasciata fuori dal sistema.

Pern grande, ipi possono variare in modo praticamente continuo nell’insieme

(1.2), definendo così un problema di grande campionamento indipendete daσ ed

n; si assumerà inoltre per semplicitàσ2/n = 1.

Con queste assunzioni il problema diventa ora il seguente: “dato un criterio di

ottimalità ed un insieme predefinito di osservazioni del tipo (1.3), doveE(ηi) = 0

eVar(ηi) = 1, quali sono i valori ottimali da assegnare ai pesipi?” .



Capitolo 2

Stima di una singola quantità

Si vuole stimare una combinazione lineare dei parametri deltipo:

θ = a1β1 + a2β2 (2.1)

Se si considerano tutte le combinazioni linearit =
∑

ciyi che portano a stime

non distorte diθ, allora esistono infiniti set dici che soddisfano la condizione:

E(t) =
∑

ci(xi1β1 + xi2β2) = a1β1 + a2β2 ⇔
∑

cixi = a (2.2)

inoltre, fissatoun set dipi ed utilizzando le stime ai minimi quadrati pesatiβ̂1 e

β̂2 che minimizzano la quantità:

∑

pi(yi − xi1β1 − xi2β2)
2 (2.3)

è possibile individuare una stimat a varianza minima. Questa stima è perciò

funzione dei pesipi, e si vuole ora cercare un set di quest’ultimi tale da trovarela

più piccola varianza minima: minp minc Var(t).
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Invertendo l’ordine delle minimizzazioni, si trova facilmente che:

minp Var

(

∑

ciyi

)

= minp

∑

c2

i /pi =
(

∑

|ci|
)2

= k2

c (2.4)

dove per i pesipi vengono utilizzati i valoripci = |ci|/kc.

Ora resta da minimizzare la (2.4) rispetto aici. Riscrivendo equivalentemente

la condizione (2.2) nel modo seguente:

a =
∑

cixi = kc

∑

pci · sgn(ci) · xi = kcac (2.5)

ed osservando che (vedi fig. 2.1):

• i fattori kc sono tutti positivi⇒ ac ha la stessa direzione dia

• pci ≥ 0 , ∀i e
∑

pci = 1 ⇒ ac è contenuto nel poligono convessoΠ

• kc è praticamente il rapporto tra le lunghezze dia edac

allora la (2.4) è minina quandoac termina inA∗, cioè l’intersezione traΠ e a (o

la sua estensione).

Figura 2.1: Rappresentazione geometrica dei vettori.



CAPITOLO 2. STIMA DI UNA SINGOLA QUANTITÀ 7

Se, ad esempio,A∗ ∈ X1X2 allora i pesi ottimipci per la (2.5) saranno propor-

zionali ai segmentiA∗X1, A∗X2 per i = 1, 2, e varranno zero peri = 3, . . . , r.

La più piccola varianza minima sarà data da(OA/OA∗)2. Si noti inoltre che nella

costruzione del poligonoΠ, vengono scartati i vettori che vi cadono completamen-

te all’interno.

Con questi risultati si deduce che per la stima di una singolaquantità (2.1), ser-

vono solamente due sorgenti usate nelle proporzioni sopra indicate. Generalizzan-

do il problema a tre parametri,Π diviene un poliedro convesso a facce triangolari,

e si identificano 3 sorgenti rilevanti. Per più di tre parametri sono richiesti metodi

algebrici.





Capitolo 3

Stima di entrambi i parametri

Dato un set di osservazioni, cioè conpi fissati, il metodo dei minimi quadrati

genera delle stime la cui accuratezza non è controllabile. In questo contesto i

pi sono variabili, ed il metodo per gestire la precisione dellestime, consiste nel

minimizzare la somma delle varianze degli stimatori:

q = E{(β̂1 − β1)
2 + (β̂2 − β2)

2} = Var(β̂1) + Var(β̂2) (3.1)

rispetto aipi. La matrice di covarianzaΛ dei due stimatori coincide con l’inversa

della matrice d’informazioneM:

M =





∑

pix
2

i1

∑

pixi1xi2

∑

pixi1xi2

∑

pix
2

i2



 =
∑

pix
′

ixi = Λ
−1 (3.2)

e si vuole perciò minimizzarne la tracciaq = Tr(Λ) = λ11 + λ22 rispetto ai pesi.

La funzione obiettivoq delle variabilipi (i = 1, . . . , r) è caratterizzata da am-

mettere un punto di minimo usualmente sulla frontiera del dominio (1.2), e que-

sto implica che alcunipi saranno nulli. Per ogni soluzione di questo problema,

esiste una costante−k2 tale che∂q/∂pi = −k2 per tutte le sorgenti rilevanti, e
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∂q/∂pi ≥ −k2 per quelle irrilevanti. Da queste due affermazioni, si deduce che:

r
∑

i=1

pi

∂q

∂pi

= −k2

r
∑

i=1

pi = −k2

e, per l’identità di Eulero,k2 è il valore minimo assunto daq.

Differenziando l’equazioneMΛ = I si ottiene il seguente risultato:

∂Λ

∂pi

= −Λx′

ixiΛ = −(Λx′

i)(Λx′

i)
′

il quale torna utile per il calcolo della generica derivata parziale diq:

∂q

∂pi

=
∂Tr(Λ)

∂pi

= −Tr [(Λx′

i)(Λx′

i)
′] = −||Λx′

i||2 (3.3)

dove || · || corrisponde alla norma euclidea. Si noti che||Λx′

i||2 è una forma

quadratica definita positiva rispetto alle componeti dix, e ponendola pari ad una

costante, essa delinea una ellisse centrata nell’origine.

Combinando tutti i risultati fin qui incontrati, è ora possibile enunciare il se-

guente teorema.

TEOREMA 1 Ad ogni set dipi che minimizza la funzione (3.1) corrisponde

un’ellisse centrata nell’origine, tale che i punti delle sorgenti rilevanti cadono

sulla sua frotiera, mentre i rimanenti non cadono al di fuoridi essa.

Sono sufficienti tre punti per identificare una conica centrata nell’origine, ed è

quindi possibile affermare che servono altrettante sorgenti per minimizzareq.

È possibile generalizzare il problema con un numeros arbitrario di parametri,

utilizzando un iperelissoide inRs, ed ottenendo così al piùs(s + 1)/2 sorgenti

rilevanti1.

1Incontrando purtroppo grossi problemi computazionali pers ≥ 3



Capitolo 4

Come scegliere i pesi

È dimostrato che casi con due o tre sorgenti rilevanti accadono realmente. Si

supponga per ora di sapere come selezionare queste sorgenti, e si voglia trovare la

distribuzione dei pesi ed il minimo valore diq.

4.1 Caso con 2 sorgenti rilevanti

Avendo due sorgenti rilevanti, ad esempioi = 1, 2, le stime diβ1 eβ1 si trovano

risolvendo il sistema si equazioniyi = xi1β1 +xi2β2 coni = 1, 2. Risolvendo tale

sistema, calcolando le varianze, e trasformando in coordinate polariρ, θ, si trova:

q = Var(β̂1) + Var(β̂2) =
ρ2

2
/p1 + ρ2

1
/p2

ρ2

1
ρ2

2
sin2(θ2 − θ1)

(4.1)

la quale è minima per i seguenti pesi:

p1 = ρ2/(ρ1 + ρ2), p2 = ρ1/(ρ1 + ρ2) ⇒ qmin =
ρ−1

1
+ ρ−1

2

sin(θ2 − θ1)
(4.2)
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4.2 Caso con 3 sorgenti rilevanti

Avendo tre sorgenti rilevanti, ad esempioi = 1, 2, 3, è più conveniente lavorare

con una diversa funzione obiettivo:

q = L/M = [Tr(M) · (p1 + p2 + p3)] /Det(M)

l’interesse viene poi spostato sulla ricerca delle proporzioni da assegnare ai tre

pesi, minimizzandoL con il vincoloM = constante. Utilizzando il teorema dei

moltiplicatori di Lagrange e differenziandoL− λM si ottiene il seguente sistema

di equazioni:
3

∑

j=1

(lij − λmij)pj = 0 , (i = 1, 2, 3) (4.3)

lij = r2

i + r2

j , mij = r2

i r
2

j sin2(θj − θi)

Seλ è un autovalore del sistema (4.3) eP il corrispondete autovettore, allora

L/M in P vale λ. Se ne deduce cheqmin coincide col più piccolo autovalore

di (4.3), per il quale tutte le componenti del corrispondeteautovettore sono del

medesimo segno. I pesi ottimali sono dati da queste componenti normalizzate in

modo che sommino ad uno.



Capitolo 5

Come selezionare le sorgenti

Se si scartano le sorgenti non rilevanti utilizzando il teorema visto nel capitolo

3, è molto probabile che rimangano a disposizione più di tre sorgenti. In linea di

principio è sempre possibile esaminare una tripletta di sorgenti alla volta, calcolare

il valore qmin corrispondente come visto nel capitolo 4, ed infine scegliere quella

che genera il più piccolo.

La maggior parte delle triplette si ridurrà a delle paia, duerilevanti ed una no,

utilizzando il seguente criterio:

Una sorgentex3, combinata conx1, x2, è irrilevante se e solo sex3 cade all’in-

terno dell’ellisse passante perx1, x2 avente equazione parametrica

x =
x1 sin(t − θ1) + x2 sin(t − θ2)

sin(θ2 − θ1)
(0 ≤ t ≤ 2π) (5.1)
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Capitolo 6

Osservazioni a costi differenti

Si consideri il caso in cui le potenziali sorgenti hanno un costo unitario di os-

servazionec1, . . . , cr, e debbano essere osservate con numerositàn1, . . . , nr; se il

budget a nostra disposizione è fissato ad una sogliaC, si deve quindi aggiungere

il vincolo
∑

nici = C anzichè
∑

ni = n. Dividendo le equazioni di regressione

di yi per
√

vi si ottiene un nuovo set di equazioni:

y∗

i = x∗

i1β1 + x∗

i2β2 +
η∗

i
√

p∗i
, i ∈ {1, . . . , r} (6.1)

con

y∗

i = yi/
√

vi x∗

ij = xij/
√

vi p∗i = vini/C (6.2)

doveη∗

i è una variabile casuale di media nulla e varianzaσ2/C, ed i pesip∗i so-

no soggetti al vincolo (1.2). In questo modo ci si è ricondotti alla situazione di

partenza e si possono applicare i passi descritti nei capitoli precedenti, tenendo pe-

rò presente che i risultantip∗i forniscono l’allocazione ottima dei costi, non delle

osservazioni.
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