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Introduzione

Se per la stima di due paramefi, 3, si hanno a disposizione diverse potenziali
osservazioni (dette “sorgenti”) del tipe = x;1 31 + x:032 +n;, ognuna delle quali
e indefinitamente ripetibile, il problema che sorge per lergpentatore € quello
di decidere quali di queste utilizzare ed in quali propanzio

Sotto opportune condizioni di ottimalita, la soluzione ed¢guente: per la stima
di una singola quantita della fornfla= «; 3; + a2 32, per I'allocazione dell’ottimo
servono solo due sorgenti; per la stima di entrambi i parametservono invece

due o tre.






Capitolo 1

Formalizzazione del problema

Si consideri uno sperimentatore che vuole determinare daetga sconosciute
01, P2, € Si assuma per questo scopo che si abbiano a disposizidifferenti

potenziali osservazioni, il cui esito e del tipo:

yizxi161+$igﬂg+77¢ 3 (i:1, cey 7”) (11)

dovez;;, ;5 sono coefficienti noti, @; I'errore a media nulla e varianz&. Si as-
suma inoltre che le osservazioni siano tra loro incorrelatde lo sperimentatore
possa effettuare ciascuna di esse in una qualsiasi quéhtita. . . ).

Fissato un numera < r di osservazioni da effettuare, sorge poi il quesito su
guali scegliere tra le possibitied in quale quantita. Per distinguere le potenziali
osservazioni da quelle attualmente effettuate, verrandicate comesorgentile
prime e comedsservazionie seconde. Le sorgenti che vengono utilizzate nella
soluzione di un qualunque problema di allocazione ottinmeyeao detteilevanti,
le rimanentirrilevanti.

Una sorgente € essenzialmente descritta dai coefficitentettorer; = (1, ;2),

percio la si chiamera sorgentg o piu semplicemente sorgentesima.
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Sian; = np; il numero di osservazioni allocate pei-Bsima sorgente, dove)j

sono dei multipli dil /n che soddisfano le condizioni:

pi>0, > p=1 (1.2)

La media delle osservazioni delésima sorgente assume la forma:

7. = 20161 + Tiofa + jﬁ ie {1, ...} (1.3)

dove il termine d’errorej;/,/p; ha varianzar® /n;, e quindi7; ha varianzar? /n.
Se un certg; € nullo, la corrispondente equazione sara lasciata fubsistema.
Pern grande, ip; possono variare in modo praticamente continuo nell’'insiem
([@T32), definendo cosi un problema di grande campionamedipandete da ed
n; Si assumera inoltre per semplicitd/n = 1.
Con queste assunzioni il problema diventa ora il seguent&o“un criterio di
ottimalita ed un insieme predefinito di osservazioni ded {p.3), dovek(7;) = 0

e Var(7;) = 1, quali sono i valori ottimali da assegnare ai pes?”.



Capitolo 2

Stima di una singola quantita

Si vuole stimare una combinazione lineare dei parametitipiel

0 = a1 81 + a3, (2.1)

Se si considerano tutte le combinazioni linear= > ¢;7; che portano a stime

non distorte dv, allora esistono infiniti set di; che soddisfano la condizione:

E(t) = Z ci(zi B + 2i2Bs) = a1B1 + a2l & Z cr; =a (2.2)

inoltre, fissatoun set dip; ed utilizzando le stime ai minimi quadrati pesé{ie

(3, che minimizzano la quantita:

Zpi@i — x5 — xi2Ba)” (2.3)

e possibile individuare una stintaa varianza minima. Questa stima & percio
funzione dei pesp;, e si vuole ora cercare un set di quest’ultimi tale da troleare

piu piccola varianza minimamin, min. Var(t).
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Invertendo I'ordine delle minimizzazioni, si trova faciémte che:

min, Var <Z C@Z) = min, Zc?/pi = <Z |ci\>2 = k2 (2.4)

dove per i pesp; vengono utilizzati i valorp.; = |¢;|/ k..
Ora resta da minimizzare 18(2.4) rispettacai Riscrivendo equivalentemente

la condizione[[Z12) nel modo seguente:

a= cx;=keY pei-sgne) - z; = kea, (2.5)

ed osservando che (vedi fl[g. R.1):
e | fattori k. sono tutti positivi=- a,. ha la stessa direzione di
e p,;>0,vied p;=1 = a, e contenuto nel poligono convesdo
e k. € praticamente il rapporto tra le lunghezze.dida,

allora la [Z%) € minina quandg. termina inA*, cioe l'intersezione trdl e a (0

la sua estensione).

Figura 2.1: Rappresentazione geometrica dei vettori.



CAPITOLO 2. STIMA DI UNA SINGOLA QUANTITA 7

Se, ad esempiol* € X, X, allora i pesi ottimip.; per la [Z5) saranno propor-
zionali ai segmenti* X, A*X, peri = 1,2, e varranno zero per= 3,...,r.

La pili piccola varianza minima sara data(d@g4 /O A*)2. Si noti inoltre che nella
costruzione del poligond, vengono scartati i vettori che vi cadono completamen-
te all'interno.

Con questi risultati si deduce che per la stima di una singo#tital(Z11), ser-
vono solamente due sorgenti usate nelle proporzioni sodreate. Generalizzan-
do il problema a tre parametti, diviene un poliedro convesso a facce triangolari,
e si identificano 3 sorgenti rilevanti. Per piu di tre parasgino richiesti metodi

algebrici.






Capitolo 3

Stima di entrambi | parametri

Dato un set di osservazioni, cioe cpnfissati, il metodo dei minimi quadrati
genera delle stime la cui accuratezza non € controllabitequiesto contesto i
p; sono variabili, ed il metodo per gestire la precisione dslime, consiste nel

minimizzare la somma delle varianze degli stimatori:

¢ =E{(B1 — 1)’ + (B — B2)*} = Var(B1) + Var(fs) (3.1)

rispetto aip;. La matrice di covarianzA dei due stimatori coincide con l'inversa
della matrice d’'informazion®1:

ixz iLi1Lq
N 2T 2 Pitalio = pziz, = A" (3.2)

sz'xil%z Zpﬂ?g
e si vuole percio minimizzarne la traceja= Tr(A) = A\ + A rispetto ai pesi.
La funzione obiettivay delle variabilip; (: = 1,...,r) é caratterizzata da am-
mettere un punto di minimo usualmente sulla frontiera dehidoo (I.2), e que-
sto implica che alcunp; saranno nulli. Per ogni soluzione di questo problema,

esiste una costantek? tale chedq/dp; = —k? per tutte le sorgenti rilevanti, e
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dq/0p; > —k* per quelle irrilevanti. Da queste due affermazioni, si dedche:

e, per l'identita di Eulerok? € il valore minimo assunto da

Differenziando I'equazion®IA = I si ottiene il seguente risultato:

OA
Ip;

= —Azjz, A = —(Az;)(Azy)

il quale torna utile per il calcolo della generica derivagazmale dig:

dq B JTr(A)
Op; B Ip;

= —Tr [(Az})(Az})] = —||Azj]|” (3.3)

dove|| - || corrisponde alla norma euclidea. Si noti chaz!||> € una forma
guadratica definita positiva rispetto alle componeti dée ponendola pari ad una
costante, essa delinea una ellisse centrata nell’origine.

Combinando tutti i risultati fin qui incontrati, € ora posgbenunciare il se-

guente teorema.

TEOREMA 1 Ad ogni set dip; che minimizza la funzion€ (8.1) corrisponde
un’ellisse centrata nell’origine, tale che i punti dellergenti rilevanti cadono

sulla sua frotiera, mentre i rimanenti non cadono al di fudriessa.

Sono sufficienti tre punti per identificare una conica ceatrell’origine, ed €
quindi possibile affermare che servono altrettante sdargen minimizzare;.

E possibile generalizzare il problema con un numeesbitrario di parametri,
utilizzando un iperelissoide iR, ed ottenendo cosi al pi€(s + 1)/2 sorgenti

rilevantt].

YIncontrando purtroppo grossi problemi computazionalier3



Capitolo 4

Come scegliere | pesi

E dimostrato che casi con due o tre sorgenti rilevanti acvadealmente. Si
supponga per ora di sapere come selezionare queste speganbglia trovare la

distribuzione dei pesi ed il minimo valore gli

4.1 Caso con 2 sorgenti rilevanti

Avendo due sorgenti rilevanti, ad esempie 1, 2, le stime di3; e 3; si trovano
risolvendo il sistema si equaziopi = x;; 1 + ;23> coni = 1, 2. Risolvendo tale

sistema, calcolando le varianze, e trasformando in coatelipolarip, 6, si trova:

2 2
% % p3/P1+ pi/pa
V. +V = 4.1
q ar(ﬁl) ar(ﬁQ) p%p% Sin2(92 91) ( )

la quale € minima per i seguenti pesi:

o7l 4 prt
pr=p2/(p1+p2), p2=p1/(p1+p2) = Qgmn= 7 o~ ! : (4.2)
6111(62 — 81)
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4.2 Caso con 3 sorgenti rilevanti

Avendo tre sorgenti rilevanti, ad esempie- 1, 2, 3, € piu conveniente lavorare

con una diversa funzione obiettivo:
q=L/M = [Tr(M) - (p1 + p2 + p3)] /Det(M)

I'interesse viene poi spostato sulla ricerca delle propoizla assegnare ai tre
pesi, minimizzandd. con il vincolo M = constante. Utilizzando il teorema dei
moltiplicatori di Lagrange e differenziando— A\ M si ottiene il seguente sistema

di equazioni:

(lij — Amyj)p; =0, (i=1,2,3) (4.3)

1

3
Jj=

_ .2 2 2,2 -2
lij_ri +Tj s mij—rirj Sin (HJ—G’Z)

Se )\ € un autovalore del sistema{¥.3)*il corrispondete autovettore, allora
L/M in P vale \. Se ne deduce chg,;, coincide col piu piccolo autovalore
di @3), per il quale tutte le componenti del corrispondetiéovettore sono del
medesimo segno. | pesi ottimali sono dati da queste compiam@anmalizzate in

modo che sommino ad uno.



Capitolo 5

Come selezionare le sorgent

Se si scartano le sorgenti non rilevanti utilizzando il &oa visto nel capitolo
3, € molto probabile che rimangano a disposizione piu didrgenti. In linea di
principio € sempre possibile esaminare una tripletta djesutr alla volta, calcolare
il valore ¢,,;,, corrispondente come visto nel capitolo 4, ed infine scegligrella
che genera il piu piccolo.

La maggior parte delle triplette si ridurra a delle paia, dievanti ed una no,
utilizzando il seguente criterio:

Una sorgenter;, combinata conxy, x», € irrilevante se e solo se; cade all'in-

terno dell’ellisse passante pet, z, avente equazione parametrica

xysin(t — 61) + zosin(t — 6,)
= <t<2 5.1
v sin(¢92 — 61) (0 - ﬂ-) ( )
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Capitolo 6

Osservazioni a costi differenti

Si consideri il caso in cui le potenziali sorgenti hanno ustoainitario di os-
servazione, ..., c., € debbano essere osservate con numeresita. , n,; se il
budget a nostra disposizione e fissato ad una s@gl& deve quindi aggiungere
il vincolo > n;c; = C anziché)_ n; = n. Dividendo le equazioni di regressione

di y; per,/v; si ottiene un nuovo set di equazioni:

T = 256+ 2 + TL;*, ief{l, ...} (6.1)
con
=TV w =/ v = em/C (6:2)

dove7; € una variabile casuale di media nulla e varianzaC, ed i pesip; so-
no soggetti al vincolo[{112). In questo modo ci si & ricondaith situazione di
partenza e si possono applicare i passi descritti nei dgpigzedenti, tenendo pe-
ro presente che i risultangi forniscono l'allocazione ottima dei costi, non delle

osservazioni.
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