INTEGRALI IMPROPRI

Esercizi svolti

1. Usando la definizione, calcolare i seguenti integrali impropri:

(a)

o0 T
—— dz ;
1 /(22 +5)3

“+o0
arctan x
b ——— dz ;
()A T2 4o

(c) /0+00 (333 (8 + a?4) o + 2:66_3") dz ;
@ | :O m dr ;

oo 9z + 8
(e)/o i) &

2. Verificare la convergenza del seguente integrale improprio e calcolarne il valore:
1
1
/ S S
1 Vel — 4)
+o0 T
3. Calcolare / W dx  per il piu piccolo valore di n € IN per cui l'integrale converge
2 x4 3)"
+o0 1
4. (a) Determinare tutti i valori di a, b € R per i quali /0 W dx  converge.
+o0 1
b) Calcolare —— dz
() o Vz(4+9x)
5

. Discutere la convergenza dei seguenti integrali impropri.

oo 2?2 — 2 — 3| — 2% -2 -3
(a) ;

dx
xa

51-3z
(b)

— dx
4 VT =2

. Determinare per quali « € R converge il seguente integrale improprio e calcolarlo per a = 0:

/23 z[sin (x — 2)]*

dx
2 —4

+oo
1
a) Dire per quali valori di a € R converge dz .
(a) g 2
a T —

Viz =3

(b) Calcolare l'integrale precedente per a = 6.



10.

Studiare la convergenza assoluta del seguente integrale improprio :

T ging
- dz
0 i+ +1

Discutere la convergenza dei seguenti integrali impropri:

w [,
+oo

(b) . S P
3 vVa? —3y2x+3

1—cosx

———— , studiarne il comportamento nell’origine e determinarne la
x2log(1 + /) P &

Data la funzione f(z) =

parte principale.

Studiare quindi la convergenza dell’ integrale improprio :

/O+0<> flz) da .



CORREZIONE

1. (a) Per definizione di integrale improprio:
+oo
= lim

T ¢ T
— dx / — dz
1 /(z2+5)3 t—=toc Ji /(2?2 +5)3

Svolgiamo 'integrale indefinito:

T 1
| e o =

1 (22 +5)73 1
Lyt 1
2 -3 % +5
Dunque:
+oo t
[ s o - o] - (e )
z = lim |- = lim |- — | ===
1 (2 +5)3 t—+oo x2 45, totee 2+5 V6 V6
(b) . .
/% dz z/(arctanx)(arctanx)’ de = §arctan2x+c
Pertanto:

2

+o0 t

t t 1

/ arctane i / arctans g L (aretan?e - 0) =
0 1+ 22 t—too Jo 1+ a2 2 t—+oo 8

(c) Calcoliamo l'integrale indefinito sfruttandone la linearita e la formula di integrazione per parti:
/ (x3(8 +ah78 4 21‘671:) dz = /x3(8 +2M75 dr + Z/zeﬂE drz =

1 5
= —/4353(8—&—904)_§ dz —i-Q/JL"e_‘"c dz =

4
2
1 (8+az%)° ( _ / B ) 3 1 - -
= —F—+2—z-e " - —e ) dr |=— - —/—/———= -2z " -2 "+4c¢
4 7% ( ) 8 3(84—.%'4)2

Calcoliamo ora l'integrale improprio:

+o0 t
/ (1:3(8 +ah) 5 4 er_x) dz = lim / (:US(S +at)y7E 4 2336_’”) dz =
0 0

T P A e_t(t—i-l)—i—g 1+2 —3+2—67
T todeo | 8 8 (8 + t4)2 8 4 32 32
S . 4 . t+1 : . . . e
(Si ricordi che . hg_n e '(t+1) = , 1121 — = 0, in quanto il denominatore ha ordine di infinito
— 400 —+o00 e

superiore al numeratore).



(d) Per risolvere I'integrale indefinito, effettuiamo la sostituzione 2z =t , da cui 2z =2, e infine
de =tdt.

Dunque:

1 1 1
——dx = | ——— -t dt = dt = arctant + ¢ = arctanvV2x + ¢
/ V2zx(2x + 1) / t(t2+1) / t2+1

Passiamo ora al calcolo dell’ integrale improprio:

+oo 1 b 1
/ ———dzx = lim / ———dx =
172V 2%(2.% + 1) b—+o0 1/2 V 2%(2% + 1)

= lim [arctan vV 21:}

b——+o00

b

= lim [arctan V2b — arctan 1] = r.r_T
1 b—+o00 2 4 4
(e) Per calcolare I'integrale indefinito, dobbiamo risolvere un integrale di funzione razionale, il cui de-

nominatore & gia scomposto nel prodotto di fattori irriducibili.
Ricorriamo alla decomposizione in fratti semplici.

9x + 8 A Bx+C

Ct)@+D) z+2 2+l

Az +1)+ Bz +C)(z+2) (A+B)a?+ (2B+C)z+A+2C

(x+2)(z2+1) B (z+2)(z2+1)

Uguagliando i polinomi a numeratore della prima e dell’ultima frazione, si ottiene il sistema:

A+B = 0 A = -2
2B+C = 9 — B = 2
A+2C = 8 C = 5

Pertanto:

9x + 8 -2 2x + 5
———— dz = + dx =
(x +2)(22 4+ 1) xr+2 x2+41

-2 2¢ +5 -2 2x 5
= d dz = d d dz =
/x—i—? I+/a?2+1 * /a?+2 z+/x2+1 x+/x2+1 *

= —2log|z + 2| + log(x? + 1) + 5arctan x + ¢ = log(z* + 1) — log(z + 2)? + 5arctan x + ¢

Per il calcolo dell’ integrale improprio :

/+wﬂdx ~ lim /t&dx _
o (z+2)(22+1) Ctotoo Jy (4 2)(22 4+ 1) o

t

2+1
= t—ligrnoo {log 7(2 ++2>2 + 5arctan x] . =
2 +1 1
= tl}inoo |:10g m + Sarctant — IOg Z:| =

5
:10g1+5g +logd = logd + 7”



2. /_zmdx :/_Olﬁdx +/Olmdx.

I due integrali impropri convergono entrambi, perché, per x — 0,
1 -1

Vial@—4) 4/l

0

1
1
e i due integrali impropri / ——dx e / — dx sono convergenti.
0 VT

—1 —Z
Calcoliamo il primo integrale indefinito, con la sostituzione /—z =t , dacui . = —t?> , da = -2t dt :
1 1 1 t —x
/m de = / m(—Qt) dt = 2/m dt = arctan 5 + c = arctan + C
Calcoliamo il secondo integrale indefinito, con la sostituzione \/x = t:
1 1 1 1 1 1
——dex = | —=2tdt =2 | —— dt = ——— ] dt =
/ﬁ(x—4) v /t(t2—4) /(t—2)(t+2) 2/(t—2 t+2>
t—2 1. |Vz—2
1 = -1
20g’t+2’+c QOg‘\/E+2’+C
Pertanto:
/1 ! d li ’ L dez + li /
———  dz = lim T im =
—1/|z|(x —4) a—0-J_4 x(x —4) b—0+ \/_
v~ 1 1 1 1 1
= lim ( arctan ¢ arctan - + — lim |log- — = — —log3 — arctan —.
a—0- 2 2 2 b0+ 3 \/_ b+2 2 2

. Per x — +o00 si ha
T 1

(VaZ+3y e

quindi 'integrale converge se n —1 > 1, cioe se n > 2. Pertanto il piu piccolo valore di n € IN per cui
I'integrale converge ¢ n = 3. In tal caso:

x 1 1
— dx :—/2wx2+3_3/2dx =— ——+c
/(\/x2+3)3 2 ( ) 2+ 3

Dunque:

—+o00
= lim

b
#dx /#dz:—lim <# 1)
s @3 i)y ST ap b=t \VBZ 13 V7



4. (a) Per z — 07 si ha
1 1
x4+ 9z)b+tl  4btlga
quindi l'integrale converge in un intorno destro di z =0 se a < 1.
Per x — 400 si ha
1 1
29 (4 + 9z)0+1 ™ Qb patbil
quindi 'integrale converge se a +b+1> 1, cioe se b > —a.
Globalmente 'integrale converge per a < 1 e b > —a.
+o0 +oo b b
1 1 1 1 3t
b ——dx = ————2tdt =2 i ——dt =2 1i —arctan —| =
® ) aro /0 (4 + 912 boteo Jy 4+ 02 b too [6 arctan 2}0
1 i t 3 s
=3, lim arctan o = .
3 b—+ 2 6
+oo 2 2 3 +oo
2 —3—22—-22-3 —2 4z —6
5.(a)/ |z r—3—x T dx:/( 2>dx+/ (a:_)dx
0 e 0o \Z% 3 e
N s -2 5. Foo —4x —6
L’integrale 5 ) dz  convergeper «a < 3 mentrel'integrale — | dzx
0o \T% 3 e
converge per « > 2
+oo 2 2
-2z —3|—z°*—22x—3
Pertanto l'integrale / o z | - v v dz converge per « €]2,3].
0 x
5 5
1-3 1-3 2
o 128 o [UCaEY
4 VT -2 4 r—4
1-3 2) -4 b1
Per x — 4, si ha: ( D)z +2) ~ . Poiché l'integrale improprio / —— dz diverge,
z—4 x—4 s z—4
anche l'integrale di partenza diverge.
in(z—2)]* 2(z-2)° 1 % zfsin (z — 2)]°
6. Per z — 2% si ha zlsin (z — 2)] ~ (2 )1 = —— , quindi I'integrale / alsin (@ — )1 dz
x2—4 2x—-2)z (x—2)27¢ 2 x2—4

7.

T
/2 V2 —4 t—>2+/ Nz Faset

(a)

(b)

1
converge se o > 5

Per o = 0 dobbiamo calcolare:

dxr = lim

dz = lim[ x2—4] lim (V5 — /12

t—2t

Se a < 2, l'integrale diverge, data la presenza del fattore 7" Se a > 2, lintegrale converge

1
perché il fattore ﬁ non da problemi di integrazione impropria (al finito), mentre all’infinito
T —

. . . 1
la frazione integranda si comporta come 73 © dunque converge.
T

Per a = 6 , mediante la sostituzione +/x —3 =1t lintegrale diventa:

———dz = ———dt =2 dt =2 1 dt =
,/6 (x —2)vVx—3 v /\/g (1+12)t /\/g 1+1¢2 bt V3 1+¢2

=2 lim (arctanb — arctanv/3) = =
b—+o00 3



8.

9.

Dobbiamo studiare la convergenza dell’integrale improprio:
+o0 3
sinx
[
0 i+ +1

e 0 . sinx
Utilizziamo il criterio del confronto. Osserviamo che | |

24+l 22+zx4+1

e ! 1 oo 1
- dz = [ ——d ——d
/0 2o+l /0 2?2+z+1 x+/1 e+l

e convergente. Infatti ; il primo addendo non € un integrale improprio; quanto al secondo addendo, per
1

x2+x—|—1NP

, € che l'integrale improprio

“+ o0
T — +00 , e 'integrale improprio / — dx  converge.
1 X

sinx

—— dx converge assolutamente.
24+z+1

+oo
Pertanto il nostro integrale /
0

_ log(1+ /)
sinx
Per capire il comportamento di f(z) in = 0, utilizziamo le seguenti equivalenze, valide per x — 0%:

log(1 1
log(1 +z) ~x Asinz ~z ﬁMN—

sin NG

(a) Nell’intervallo [0, 1] la funzione integranda f(z) presenta solo la singolarita in = 0.

1
1
Poiché I'integrale improprio / 7 dx converge, per il criterio del confronto asintotico converge
0 X

1
log(1 x
anche il nostro integrale / M dz
0 sin x
f(z) >0 e sipuo applicare il criterio del confronto asintotico) .

(si osservi che, per x € [0,1] , sinz > 0 e dunque

(b) Nell’intervallo [3, 4+o00[ la funzione integranda f(x) non presenta singolarita, ed e

— €T
T V22-3 /2243
positiva. Pertanto conta solo il suo comportamento per x — 4o00. Ora, per £ — +oo:

x 1

x
Va2 —32x +3 - o2r 2z

“+o0 “+o0
x
Poiché I'integrale improprio / —— dx diverge, anche I'integrale di partenza / ———— dx
g prop s VT & & P 3 22 — 32z +2

risulta divergente.



10. Per z — 0, si ha:

z? 1—cosz x?2/2 1
1-— ~— A log(l+ Jx) ~ Jx = ~ = .
cosw o A log(L+ Vo) ~ Ve = o5 log(1+ Vz) 22z 23z

1
2Yx

Dunque, per x — 0, f(x) ha ordine di infinito % , e la sua parte principale & la funzione g(z) =

Prima di studiare la convergenza dell’integrale improprio, osserviamo che , per z € Ry , f(z) > 0.
Inoltre:

Foo 1—cosz A 1—cosz +ee 1—cosz
_loceosw Lo 7 _Llzcoszr o T 4r, VBeR, .
/0 2log(l+ Vo) © /0 22log(l+ z) +/ﬂ Plog( 1 vy &0 VPER:

In base allo studio fatto in precedenza, possiamo affermare che il primo addendo converge, perché, per
x— 0, f(z)~g(x) elintegrale improprio foﬁg(x) dx & convergente.

+oo
1—
Per studiare la convergenza del secondo addendo / % dz , utilizziamo il criterio del
s x?log T
confronto :
1 —cosz 2 < 2
x2log(1l + ¥x) — 22log(1+ Yx) — a2’
—+oo
1
per 3 abbastanza grande (deve essere 3 > (e —1)3 ). Poiché I'integrale improprio / — dz  converge,
el X

anche il secondo addendo converge.

. . teo 1 —cosa R
Pertanto l'integrale di partenza ] dx & convergente.
0

x?log(l+ ¥z



