Disposizioni: conta l’ordine (5 amici tre sedie) (con r =n^k)

Combinazioni: non conta l’ordine.

Permutazioni: anagramma, n!/r!

Uno spazio di probabilità è una terna (Omega, Sigma, P) dove: Omega è un insieme non vuoto, Sigma è una sigma-algebra di sottoinsiemi Omega (detta famiglia degli eventi), P è una legge a valori in [0,1] (detta probabilità) t.c.: 1. per ogni evento A appartenente Sigma esiste il numero P(A) compreso fra 0 ed 1 detto “probabilità dell’evento A”. 2 P(Omega)=1, P(vuoto)=0; 3. La probabilità di P e numerabilmente additiva su ogni successione di eventi a due a due disgiunti:  

dati gli eventi 
[image: image56.jpg]Ora specializziamo il discorso, fin qui valido in generale, alle v.a. discrete e
poi a quelle assolutamente continue.

Definiamo funzione massa di probabilitd congiunta di due v.a. discrete X,V

la funzione di due variabili

Ixy(zy) = P(X =5Y =y)

La somma rispetto a tutte le coppie (, y) su cui tale funzione & positiva fa’
1. La funzione massa di probabilitd marginale fx sara allora:

fx(z) = i Txy(z,y)
v fx.v (z9)>0
e analoga espressione avrd fy.

Def. Una legge [o distribuzione] congiunta di due v.a. X,Y si dice asso-
lutamente continua se esiste una funzione densild congiunta: ossia una
funzione di due variabili fx,y (z,y) tale che :

Pxy(B) = PI(X,Y) ¢in B]= /E oy (@, p)dedy

per ogni insieme misurabile B di punti del piano.

Dalla densil si otbiene la funzione distribuzione congiunta:

Lo Vo
FayGanwn) = [ s [ dutxvton)

& viceversa 5
Ixy(z,y) = BszFX'Y(z’ v)

in tutti i punti di continuitd di f. La densitd marginale e la distribuzione
marginale, ad es. della v.a. X, si ottengono in modo naturale:

+oa
Fx(z) = Fxv(z,y) dy

—c0
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[in particolare per ogni coppia di eventi A,B disgiunti si ha P(A U B)= P(A)+ P(B)]

Eventi indipendenti

In uno spazio di probabilità (Omega, Sigma, P) due eventi sono indipendenti se P(A∩B)=P(A)P(BA). Tre eventi sono indipendenti se 

P(Ai∩Aj)= P(Ai)P(Aj), per ogni i≠j, e P(A1∩A2∩A3)=P(A1)P(A2)P(A3) 
Variabile aleatoria discreta


[image: image3]
Variabile aleatoria continua


[image: image4]
La funzione f(.) è supposta almeno integrabile, ed è detta densità di probabilità della v.a. X.

Media e Varianza
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Binomiale con n e u
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Poisson
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Ipergeometrica
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Standardizzata


[image: image11]
Variabile Standardizzata

Se X ha media u e varianza sigma^2 allora la corrispondente variabile aleatoria Z=(X – u)/sigma ha media 0 e varianza 1.


[image: image12]
De Moivre Laplace c1u + c2
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Su varianza E


[image: image15] 

Teorema di probabilità totale composta. Se gli eventi A, B hanno entrambi probabilità non nulla P(A∩B)=P(A)P(B\A)=P(B)P(A\B)
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2^ itinere

def di v.a. indipendenti
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convergenza in distribuzione--------------
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densità marginale data f X,Y
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[image: image30.png]ef. Una variabile aleatoria X é discreta se
1) ¢’ un insieme finito o numerabile di valori z;, ( j = 1,..,n oppurc
j € N ) tali che
P(X =m;)>0,

2) la somma delle probabilita & uno: 3, P(X = u;




[image: image31.png]Teorema di probabilita totale. Data una "partizione” A, Ag, ...

i Q) (cioé U;A; = Q con A;NA; =0, Vi#j, ) siha

P(B)= ) P(A)P(B|A)



[image: image32.png]Def. Media o speranza malematica di una variabile casuale X discret:

1= B(X) =) wif(w5)
sotto 'assunzione che sia assolutamente convergente la corrispndente serie

numerica: Y |z;|f(x;) < +o0.
Media o speranza matematica di una variabile X continua:

n=EX) = /jw zf(z)dz.

sotto ’assunzione che sia assolutamente convergente il corrispondente inte-
grale: ff’: |z}f (z)dz < +o0.



[image: image33.png]Def. Si dice varianza di una variabile casuale X discreta

o = Var(X) == 3 (a; - )/ (a).

i



[image: image34.png]Varianza di una variabile casuale X continua:

"o floYi




[image: image35.png]R I

T momenti sono dunque:

G (Dm0 = B(X), G"(D)e0 = E(X?),...,G™(0) = B(X").

LEGCGE DI PROBABILITA BINOMIALE

6 Def. Sia0 <p<1,,n€N.Siag=1—p. Unav.a. discreta X &”binomiale
di parametri n e p” (0 anche: segue una legge binomiale di paramelri n e
p) se ha funzione di probabilita:

P(X=k)=[(k)= (',:)p"q"*", k=0,1,.m

osgia:
x: 0 1 2 > n—2 n-1 n
g npqn—] 5 ;rinvl_ﬂipaqu—z F-i"zl)mlpnmzqz ﬂpnulq P

Notevole il caso n =1, 0 < p < 1: una v.a. X che assuma solo i valori 0 e
1 con probabilita (1 — p) e p rispettivamente, segue una. legge di Bernoulli:

X ((lgv) 117)

Descriviamo ora lo schema successo-insuccesso, o schema di Bernoulli.
Supponiamo di avere un eperimento casuale a due soli esiti possibili detti
"successo”, con probabilita p, ed "insuccesso”, con probabilita (1 —p). Un




[image: image36.png]Formula di Bayes In forma semplice:

mmmzﬂ%%%ﬂ

In forma generale la formula di Bayes si enuncia: data una partizione { A}

di 2 i ha
P(B|A:) P(4:)

PUAIB) = = BB A FAn)



[image: image37.png]P(X=7)= (;) (98/100)7(2/100)" = (98/100)"

P(X >6)= (Z) (98/100)%(2/100) + (.7,) (98/100)".
3

P(X<3)=)" (;) (98/100)F(2/100)7*.

k=0

8e Y = "numero di diagnosi veritiere in un gruppo di n=75 individui”

E(Y) = np="175-98/100, = /pg=+/75-(98/100)(2/100).

LEGGE DI PROBABILITA DI POISSON

g Defl. X ¢ una v.a. di Poisson di parametro p se pud assumere gli infinti
“aloti k= 0,1,2, ... con probabilitd P(X = k) = f(k) = %Te'“

g )

0 1 2
o (e' # o pe® %Iz—e““

Si osservi che effettivamente 1a somma di tulte le probabilita & 1:

essendo 37 2% — o7 (3 la ben nota serie esponenziale). Inoltre (fatto



[image: image38.png]9 Def. Siano p € R, ¢ > 0. La v.a. continua X & normale con parametri ,
0, esiscrive X = N(p,07), sse la densila &

e—(m=n)?/207

f(z)

Ta funzione f(

& detta funzione di Gauss. It la funzione "a campana”



[image: image39.png]I’

= / zde = b2, o /(w-b/zfrldx:b?/u
Jo 0

Pili in generale abbiamo:
Proposizione La v.a. uniforme nell'intervallo [a,b], X ~ U([a, b]), ha media
e varianza:

_a+b (b—a)?
B(X) =37 Var(x)=5

Proposizione. Si ha
E(X-p)=0, o =BE(X")-u’
Dim. Nel caso discreto:

B(X —p)=) (x5 — m)f(z;) = BX) ~p=0,
i

o? = 3 (a; - w2 Flws) = Y lwd — 2uzs + 1°)f ()

E i



[image: image40.png]3

‘? Proposizione La funzione distribuzione normale di media y e varianza o
si pud rappresentare in termini della funzione distribuzione normale @ di

media 0 e varianza 1 nel seguente modo:

Pa)=2(*=F).



[image: image41.png]a—05—np <7< b+ 0.5 ~np

N /g
dove ” ~ " significa che il quoziente tra le due espressioni tende ad 1 per
n — 0.

) per n— o0

ciot Pla<X <b)~P(

0S8S. 1l termine +0.5 & una correzione dovuta al passaggio da una v.a. di-
screta o una continua. Il caso pilt evidente: se a = b, avremmo "probabilita
—_—nr

USRI A WENE 7 E Y SN S S [



[image: image42.png]La v.a. X = "numero di palline rosse estratte nell’ambito di n es

senza restituzione”, sapendo che "il numero di rosse & r su un totale inziale

i N =r+b &unav.a ipergeomelrica con parameiri v, N,n. Essa pud

ussumere i valori k = 0,1,2,...,7, doven < N =b+r. Lasua Junzione
;{waﬂsa di probabilita &

(1) (x
k n—k
X =k)=—— k=0,1,..r1.
P k) e ) 0 .
n
Es. : qual & la probabilita del trio {5,51,63} nel gioco del lotto?
Risposta: si dividono gli N = 90 numeri in due classi: da una parte gli
r = 3 numeri indicati, dall'altra parte gli altri b= 87. Inoltre ci sono n =5

estrazioni senza reimmissione (quindi non indipendenti, qui non serve la
v.a. binomiale). La v.a.

X = numero di estratti dal primo gruppo nell’ambito di 5 estrazioni

()62 E5)
k n—k 3 5-3 1
PQU=E) = bdr - 90 = 17z = V0085%
n 5
Problema Un dado viene lanciato piit volte finché non si ottiene 6. Qual &

Ia probabilita che occorrano esattamente k lanci?
Picoosta T la probabilita che per k — 1 lanci esca ”insuccesso” ed esca




[image: image43.png]0SS. Dunque la densita congiunta ¢ uguale alla densita condizionata di ¥
dato X = z moltiplicata per la densita marginale di X: :

Ixy(@y) = frix(lz) - fx(z).

Tn particolare, se la densita di probabilita marginale fr(y) della va. ¥V
coincide con la densita di probabilita condizionata Fyix (ylz), allora le due
v.a. sono indipendenti; infatti la densitd congiunta risulta essere il prodotto
delle due marginali:

W) =Ffrxllz) = fxy(z,y) = fx(@): frly).

lI_nultre syssiste una specie di teorema di Bayes per le densitd condizionali.
Infatti essendo

Ixy (@)= fxpy(ely)fy () = frix(ylz)fx (=)
si ottiene

Jvix - fx(@) _ frix - fx(=)
fr(y) 122, Feixwle)fx (@)dz

Fxy(zly) =

Es. 1l tempo di decadimento X di una particella in una camera a nebbia
sia una v.a. esponenziale con parametro y. Tuttavia il valore y non & uguale
per tutte le particelle bensi’ & distribuito come la v.8. Y. Assumendo che
Y sia uniforme in [0, 1], si richiede:

1) la densita marginale di X; 2) Ia densita condizionata di ¥ dato X — x;
3) la migliore stima di ¥ dato X = 1.

1) L'ipotesi appena descritta sul tempo X non & altro che un’ipotesi sulla
legge condizionata di X dato Y

fxir(ely) =y ™ - I,y (x), Vo € R, y € (0,1).

Cerchiamo la densitd marginale del tempo X, impiegato da una particella
a caso per decadere: per © > 0

oo
Fx(z) =_[ Fxy(z,y)dy =

68




[image: image44.png]0,9 = &[(=2 + ¢ +2)/0,5] — B[(—2 — ¢ I 2)/0,5] = ¥(2c) — B(~2c) =
®(2c) — (1 — ®(2¢)) = 22(2c) =1 da cui
—0,1=-2(1 - &(20c)); == 0,05 =1—(2c);

= 2c¢=1,64 == ¢=0,82

Enunciamo senze dimostrazione i seguenti importanti teoremi.

|5 Teorema Se X & normale con media 1 e varianza a2, allora X* =, X +c3
(c1 > 0) & normale con media p* = eyt - ¢z ¢ varianza (0*)? = cfo®.

_Leorema di approssimazione di De Moivre e Laplace Siano a, b interi
l qualunque non negativi. Sia X la v.a. binomiale di parametri n,p . Sia
? Y la v.a. normale avente media np e varianza npq e sia Z la v.o. normale

standardizzata, ciot Z = (Y — np)//ipg. Vale Papprossimazione:

Ple<X<b)~Pa-05<Y <b+05) per n— oo

a7



[image: image45.png]uscenti. Quindi:

2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
Zili 2 3 a2 5 & s 4 3 2 L
36 36 38 36 36 36 36 36 36 EL 36

Per esercizio: descrivere il grafico di f(z) e di F(g).

Def. Una v.a. X € assolutamente continua se la funzione distribuzione
—_—

z - F@) = P(X <x)
& rappresentabile come funzione integrale di una funzione f(-) > 0:

VzeR, F(z)= / ) f(t)dt

Ta funzione fi-) & sunposia almeno intearabile. ed ¢ detta densita di proba-



[image: image46.png]CONDIZIONAMENTI, LEGGI CONDIZIONALIL

Consideriamo due v.a. X,Y con una note legge di probabilitd don-
giunta, o misura o distribuzione:

A,B Boreliani < R, Px.y(A x B)=P(X € A,Y € B).

Ora, il conoscere che la v.a. X ha assunto un particolare valore z induce un
condizionamento della v.a. Y; cio# pud apportare una modifica della legge
di probabilitd marginale di Y.

1’idea - informalmente - pud essere:

Pe<X<s+hY<y) 1/h_

Pz<X<z-+h) 'l/h_

Frlyle<X <z th)=

_E L P xrGmds

S T x@u

JY o Fx v (@, m)dn
fx(z)

supponendo di poter applicare il teorema. della media integrale. Cid motiva
la seguente definizione di distribuzione condizionata.

Def. La funzione distribuzione condizionata della v.a. Y dato {X =z} &
per definizione la funzione distribuzione dipendente dal parametro z:

oy ) d
Fyix(y ) = —““"j_w,;;:((;) sev

(per h—0), —

Fssa & definila per ogni = tale che fx(z) > 0.

Per le « tali che fx(z) > 0, la funzione densitd di probabilitd condizionata
Jyix (y|z) della v.a. Y dato {X = =} &la densitd dipendente dal parametro
T

Ixy(=y)
= IX YA Y)
Frix (yle) @)
Se la funzione distribuzione condizionata & derivabile,
d Fyyx (ylz)
Frix(ylz) = —&
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[image: image47.png]Rammentiamo che una v.a. & assolutamente continua se & assolutamente
coulinua la sua funzione di ripartizione Fix(-); o, delto alirimenti, se X
amimette una funzione densita di probabilita.

Enumeriamo alcune condizioni sulla trasformazione g sotto le quali g(X)
& v.a. asolutamente continua se X & assolutamente continua. Vogliamo
inoltre la funzione densitd di ¥ = g(X) in termini della funzione densita di
X e delle derivate di g(-).

[Prima di enunciare tale teorema, pud essere utile al lettore richiamare la
derivazione della funzione inversa: sotto le appropriate ipotesi, se y = g(x)
ha inversa = = g~1(y)

S ) = ) = oo
@y~ & VT g W) T g

Ad esempio per y = sinz (- 7/2 <z < w/2)sihaz=arcsiny (-1 <y<

1):

dz _d : 1
= TSN Y = gy =
i T
1 1
= coszle==w) = le=atu) = Wi “l<y<l]

E utile usare anche la funzione indicatrice di un insieme:

1, z€A

IA(I)Z{O x ¢ A

Teorema fondamentale per il calcolo di densita.

a) Siano U,V due aperti di R e siag: U — V un diffeomorfismo, cioé una
funzione invertibile e differenziabile insieme alla sua inversa. Se X & una
v.a. assolulatnente continua, allora Y = g(X) ¢ una v.a. assolutamente
continua con densitd di probabilitd

Fr@)= fx(@)1g' @) |omg 21 - Iv )

o anche fyr(y) = fx[u"(u)]l—a Wl Iv).

54




[image: image48.png]vreN, I'(n)=(n-1)

Ovviamente si puo estendere la definizione di legge ' da o € N ad ogni
@ > 0: basla sostiture (o — 1)! con T'(a).

INDIPENDENZA E APPROSSIMAZIONE

Def. Siam > 2. Le v.a. X1,X3,...,Xm sono indipendenti se, per ogni
scelta di insiemi misurabili Ay, Ag, ..., Am C R, si ha:

P[X1 € Aty ooy Xn € Am] = P[X1 € Ay« oo P[Xon € Ay

Diremo che le v.a. X1,..., Xon, ... (in numero infinito) sono indipendenti se,
per ogni m > 2, risultario indipendenti tra loro le v.a. Xy, ..., Xpn.

Se prendiamo ad es. due v.a. X,Y, Iindipendenza significa che P(X €
AY € B)=P(X € A) - P(Y € B) per ogni coppia di insiemi misurabili
A,B C R. Si pud esprimere la slessa cosa anche in termini di funzioni
distribuzione. Infatti, definiamo una funzione ”distribuzione congiunta”
per la coppia di v.a. X,Y:

Fx,y(@y):= P(X <z, ¥ <y).
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[image: image49.png]Ma per il teorema precedente X — 1] & normale; inoltre la media & la
combinazione lineare delle medie; ml'ne per Iindipendenza la varianza & la
somma delle varianze:

b %Y ~N(—1+ %, 16+ (%)" -16) = N(-0.66; 17.77)

Quindi la probabilita richieste &

O 088 _ piwvo, 1) > 0.15] = 1 - 0.559 = 0.441

PIN(0,1) > ﬁ] =

Per enunciare I'importante teorema di limite centrale ci serve la sud
detta nozione di indipendenza, ma anche un’altra nozione: la "convergenza
in distribuzione”.

Def. La successione di v.a. reali {Xyn}n converge in disiribuzione (o "de
bolmente”, o "in legge”) alla v.a X se e solo se, dette F,, ed F le rispettive
Junzioni distribuzione, si ha

n]i{lé‘n Fo(z) = F(x)

per ogni punto © € R di continuitd per F.




[image: image50.png]Teorema di limite centrale Sia {X,}n una successione di v.a. indi-
pendenti ¢ identicamente distribuite, di media p e varianza finita 0® > 0.
Allora la loro somma n—esima standardizzata

Ky i ¥ Xy~ e

* e e
s A

converge in distribuzione ad una v.a. N(0,1).

08S. 1l teorema di limite centrale essenzialmente dice che se un fenomeno
aleatorio pud essere rignardato come sovrapposizione di un gran numero
di fenomeni aleatori indipendenti, aventi ciascuno una qualsiasi legge dello
slesso Lipo, allora tale fenomeno ha una distribuzione che, all’aumentare del
numero dei fenomeni, converge alla normale.

N.B. I il teorema di limite centrale che svela il comportamento asintotico
di una binomiale Y ~ B(n,p) per p fissato ed n divergente. Infatti si
dimostra che la somma di n v.a., di Bernoulli

0 1
N
, (1 s p)

e indipendenti, & distribuito secondo una legge binomiale:

per i=

Y = Xy + X3+ o + X~ B(n,p).

Applicando il teorema di limite centrale, ne consegue il tipo di approssi-
mazione di De Moivre e Laplace nel senso di convergenza delle funzioni
distribuzione.

Pur essendo originato dal problema di approssimare la binomiale, I'utilita
del teorema di limite centrale va molto oltre: ogni volta che si studia una
somma di v.a., ma & sconosciuta la loro densitd o ne & proibitivo il calcolo.

Es. Tltempo di sopravvivenza di una lampada & v.a. esponenziale di media
= 10 giorni. Appena si brucia, essa & sostituita. Trovare la probabilita
che 40 lampade siano suflicienti per un anno.

Detta. X; la "durata della i—esima lampada”, per i = 1,...,40 le X sono
indipendenti ed esponenziali con parametro A = ‘i_ =1/10. Sappiamo che

45



[image: image51.png]Ora specializziamo il discorso, fin qui valido in generale, alle v.a. discréte e
poi a quelle assolutamente continue.

Definiamo funzione massa di probabilita congiunte di due v.a. discrete X, Y
la funzione di due variabili

fX,Y(-Tx y)=PX ==Y =y)

La somma rispelto a lulte le coppie (z, y) su cui tale funzione & positiva fa’
1. La funzione massa di probabilita marginale fx sara allora:

Ix(z) = > Fxy(z,y)
v fxx (@y)>0
e analoga espressione avra fy.

Def. Una legge [o distribuzione] congiunta di due v.a. X,Y si dice asso-
lutamente continua se esiste una funzione densitd congiunta: ossia una
funzione di due variabili fx,y (z,y) tale che :

Pry(B)=Pl(X,¥) 2in B]= / P (@ y)dedy

per ogni insieme misurabile B di punti del piano.

Dalla densita si ottiene la funzione distribuzione congiunta:

Fxyanin)= [ ds [ dufar(o)

e viceversa
fry(@y)= 5= ony v (z,¥)

in tutti i punti di continuita di f. La densitd marginale e la distribuzione
marginale, ad es. della v.a. X, si ottengono in modo naturale:

400

fx(z)= Fxy(z,y) dy

—oo
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[image: image52.png]Fx(e)= [ ao [ prrten)

Inoltre serve sapere che due v.a. X,Y con densita e indipendenti producono
un vettore aleatorio (X,Y) con densita data da:

fxy(@y) = fx(@)- fr(v), Y(=y)e R

Esempi. Leduev.a. X,V iid. (=indipendenti identicamente distribuite)
siano uniformi in [0, 1]. Trovare: (@) P(X +Y <}) (b)) P(X?+Y? < })
(c) P(eos(nY) < ).

(a) Per indipendenza, la densila congiunta & il prodotto delle densita:

1 (z,y)el0,1? c &?
0, altrove

Fxy(z,y) = {

Dunque

1 ] 3-z
P(Y<4WX)=/ dzdy:/ dz/ dy == =12.5%
2 Jy<1/2-z}njoa)? i o 8

Si pud anche tracciare, nel supporto [0,1]? della densita congiunta, il seg-
mento congiungente (0, ) con (4,0) e vedere che I'area del triongolino
sotteso & &.

(b) Traccio in [0, 1]* T'arco di cerchio &2 + y? = (4)?, e noto che I'area
sottesa in [0,1]? & (7‘:?)2 w3 =39.26%.

(c) Infine

Pleos(nY) < %) =P(aY > g) - P(Y > %) = é = 66.66%

Es. In due punti di un lago si misura lintensitd del suono causato da
rumore di fondo generale (detto "rumore di ambiente”). Siano X, Y le due
v.a. intensitd del suono. Supponiamo che la loro legge congiunta abbia
densita

ayexp[~§(® +47)], =y >0

0, altrove

Fxy(zy)= {
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[image: image53.png]b) Siag:U — V non necessariamente invertibile. Supponiamo che
linsieme dei punti singolari di g cioé

Ly ={z €U : non esiste g'(z) o ¢'(x) =0},

sia finito.  Per ogni numero y € V chiamiamo m(y) il numero dei punti
non singolari che sono soluzioni dell’equazione g(T) = y:

m(y) € N se 3z1(y), ...Tm(y) :

perk=1,..m(y), glex(W)] =y, 3¢'ler(y)]#0
m(y) =0 se nonesistex : g(xr)=y eg'(z)#0.

Ebbene, se X ¢ una v.a. assolutamente continua allora anche g(X) é v.a.
assolutamente continua con funzione densita

T o fon )l e (@)L, se mly) >0
0, se m(y)=0

Jr(w)= {

Dim. Per brevita ci limiliamo alla situazione (a), in cui g & diffeomorfismo,
nel qual caso vale la formula del cambio di variabile di integrazione:

/U h(z)ds = /V h[g”(y)]l%y“(v)ld%

per ogni funzione integrabile nonnegativa h. Ora, una fy () > 02 la densita
di Y sse

P(Yed)= / fy(y)dy, VA aperto C R.
A

Usando 'invertibilita di g e la formula del cambio di variabile di integrazione

P(Y € A)=Plg(X) € A| = P[X € g"}(4)] =

= /A Il Wik el
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[image: image54.png]Legge di probabilita della somma. La funzione densitd della somina
Z=X+Y didue v.a. continue &

fz(ﬁ’/jo Fxy(w,z—a) dz=/:: fxy(z—y,y) dy

Dim.
Fa()=PX 1Y <= [ Fxv wy)idady
{(zy)zt+y<a}
co y=z—3
= / dZ/ dyfx,y(z,y) =
—oo Jy=—co
Derivando rispetto a z I'ultima uguaglianza otteniamo
dF; it
saty= L2E [ (o) o,
Z 0o
Per simmetria vale anche I’altra, espressione. =]

08S. Se le v.a. X,V sono indipendenti, la densitd congiunta & il
prodotto delle densitd marginali:

Ter@ = [ Ix@frte ) o

=[xt -wse) 4=

L’operazione tra le funzioni densita che in questa formula compare & usata
in varie branche della matematica: la convoluzione fra due funzioni il
definita:

50 = [ @ty - )

esiindica fs = fi + f5. Possiamo concludere: la funzione densitd della
somma X +Y di due v.a. indipendenti e continue ¢ la convoluzione delle
Junzioni densitd fx ed fy delle due v.a.
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[image: image55.png]Analogo argomento porta a scrivere la funzione massa di probabilita di una
somma di v.a. discrete:

far()=P(X+Y =2) = > Fxy (@, - 3)
z:P[(X,Y)=(2,2—2)]>0

Si tratta di une somma dove varia un solo parametro, ad es. = € R, e inoltre
sappiamo che solo su un insieme discreto di z si ha fxy(z,z—=) > 0.
Conclusione:

Ixav(2) =3 fxr(@z—a)= Y fry(z— i)

seR veR

Con argomenti analoghi si prova:

Tearema, Se X,Y sono v.a. congiuntamente continue, valgono le seguenti
formule per lu loro differenza, prodotto e quoziente:

fx-v(z)= / Ixy(z+y,p) dy = /m Ixy (@@ —2) do

frerte) = [~ dvprer G = [ ankpae )

L@ = [ dyhlxr Gwny).

Dim. Per semplicita fx,y = f. Scrivendo F e derivando si ottiene:

oo 2=yhz
Pea@= [ [ e

d +oo
= fx-v(z)= d—f =/ dyfxy(y+zy).

Fla,y)dsdy + _/ Iz, y)dody =
{v<0, =22/y}

Fy.y(z) =/

{y>0, s<z/u}
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