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VERIFICA DELLA LEGGE DI HOOKE E MISURA DELLA COSTANTE ELASTICA DI UNA MOLLA

OBIETTIVI

1. Verifica della legge di Hooke e determinazione della costante elastica di una molla.
2. Verifica della legge 
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 e determinazione della costante elastica di una molla dal periodo dell’oscillazione.
3. Analizzare dettagliatamente gli errori di misurazione (in quanto primo esperimento)
STRUMENTI DI MISURA E MATERIALE OCCORRENTE

· Asta metallica fissata a una base d’appoggio (asta numero1)

· Asta metallica (asta numero2)

· Doppio morsetto (per collegare le due aste in modo perpendicolare)

· 2 molle a spirale

· Metro con precisione millimetrica

· Nastro adesivo

· Indicatore meccanico

· Pesi ( aggiungibili sequenzialmente di 0.05kg da 0.00 kg a 1 kg )

· 2 cronometri digitali con precisone al centesimo di secondo

Montaggio

Abbiamo fissato con un morsetto le due aste, perpendicolarmente tra di loro, quindi all’asta numero2 abbiamo collegato un metro millimetrato tramite un pezzo di nastro adesivo in modo che risulti perpendicolare al terreno. Abbiamo agganciato la molla all’asta numero2, a questa molla abbiamo collegato l’indicatore meccanico e ad esso i vari pesi.
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PROCEDIMENTO 1

Verifica della legge di Hooke e misura della costante elastica della molla

Per iniziare abbiamo dovuto “tarare” la molla ovvero abbiamo misurato la lunghezza della stessa a riposo, successivamente abbiamo misurato la variazione di elongazione aggiungendo pesi di 0.050kg fino al raggiungimento di 0.200kg e pesi di 0.100kg fino a 1 kg. Questo è stato fatto per tre tipi di molla: la molla 1, la molla 2 e la molla data dalle molle 1 e 2 poste in serie. Abbiamo tabulato le misurazioni usando rispettivamente i colori giallo, blu, verde. 

Le misurazioni sono state effettuate cercando di commettere il minimo errore di parallasse e derivante dall’oscillazione della molla.

	Molla n°1 
	
	
	
	

	Massa in Kg 
	Peso in N
	x (variazione) in m
	xy
	x^2

	0
	0
	0
	0
	0

	0,0500
	0,4905
	0,021
	0,010301
	0,000441

	0,1000
	0,9810
	0,041
	0,040221
	0,001681

	0,1500
	1,4715
	0,061
	0,089762
	0,003721

	0,2000
	1,9620
	0,081
	0,158922
	0,006561

	0,3000
	2,9430
	0,122
	0,359046
	0,014884

	0,4000
	3,9240
	0,162
	0,635688
	0,026244

	0,5000
	4,9050
	0,202
	0,990810
	0,040804

	0,6000
	5,8860
	0,242
	1,424412
	0,058564

	0,7000
	6,8670
	0,283
	1,943361
	0,080089

	0,8000
	7,8480
	0,323
	2,534904
	0,104329

	0,9000
	8,8290
	0,363
	3,204927
	0,131769

	1,0000
	9,8100
	0,404
	3,963240
	0,163216

	Somma
	55,9170
	2,305
	15,355593
	0,632303

	n=13
	
	
	
	


La funzione che descriverà meglio le due grandezze sarà di tipo lineare.
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Quindi una retta, la retta interpolante visto che passa dall'origine sarà del tipo y=kx dove y=F e x=allungamento

k viene definito da

in questo caso k= (13*15,3559 - (2,305*55,917))/(13*0,632 - (2,305)^2)=70,73402/2,906914

k=24,330 N/m

Che è la costante elastica di questa molla ricavata in modo sperimentale. Utilizzando la retta interpolata

Utilizzando questo metodo si dà la stessa importanza a tutte le misurazioni. 

Utilizzando le sommatorie ovvero quella del peso fratto quella della variazione si ottiene 
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k=24,2590

(Questo è possibile grazie alla linearità delle due grandezze)

Utilizzando quest'altro metodo,invece, si dà più importanza alle misure con allungamento maggiore

Per ricavare l'errore di queste misure dovremmo ricavarlo dagli errori della misurazione e dall'errore del peso

Errore misurazione: l'errore del metro da noi utilizzato era ±0,001 metri; come errore visivo abbiamo considerato ±0,001 metri, l'errore risultante è ±0,002

Errore del peso: l'errore del peso dato dal difetto di fabbrica era ±0,0001kg che moltiplicato per una costante rimane invariato
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Quindi mettendo questi errori nella formula del'interpolazione si ottiene:

ovvero in questo caso(calcoli parziali)
	 
	0,0001/y +0,002/x
	2*0,002/x

	1
	0,095442
	0,190476

	2
	0,048882
	0,097561

	3
	0,032855
	0,065574

	4
	0,024742
	0,049383

	5
	0,016427
	0,032787

	6
	0,012371
	0,024691

	7
	0,009921
	0,019802

	8
	0,008281
	0,016529

	9
	0,007082
	0,014134

	10
	0,006205
	0,012384

	11
	0,005521
	0,011019

	12
	0,004961
	0,009901

	Somma 12
	0,272691
	0,544241


Tramite la retta interpolata calcolando l’errore è di 0,207738054 N/m

Volendo calcolare l'errore del coefficiente trovato tramite il rapporto delle somme
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ovvero in questo caso otteniamo un errore di 0,010433608 N/m

	Quindi il coefficente di questa molla tramite la retta interpolata è

	k=24.3330 ±0,2077 N/m

	ma tramite il rapporto delle somme

	k=24.26 ±0,01 N/m


Lo possiamo scrivere tranquillamente con solo due cifre decimali in quanto l'errore ha una cifra diversa da 0 solo nel secondo decimale

D'ora in avanti utilizzeremo soprattutto il rapporto delle somme (migliore nei calcoli) in quanto abbiamo già sperimentato anche l’altro
	Molla n°2
	
	
	
	

	Massa in Kg 
	Peso in N
	x (variazione) in m
	xy
	x^2

	0
	0
	0
	0
	0

	0,0500
	0,4905
	0,005
	0,002453
	0,000025

	0,1000
	0,9810
	0,010
	0,009810
	0,000100

	0,1500
	1,4715
	0,015
	0,022073
	0,000225

	0,2000
	1,9620
	0,020
	0,039240
	0,000400

	0,3000
	2,9430
	0,031
	0,091233
	0,000961

	0,4000
	3,9240
	0,041
	0,160884
	0,001681

	0,5000
	4,9050
	0,051
	0,250155
	0,002601

	0,6000
	5,8860
	0,061
	0,359046
	0,003721

	0,7000
	6,8670
	0,071
	0,487557
	0,005041

	0,8000
	7,8480
	0,081
	0,635688
	0,006561

	0,9000
	8,8290
	0,091
	0,803439
	0,008281

	1,0000
	9,8100
	0,102
	1,000620
	0,010404

	Somma
	55,9170
	0,579
	3,862197
	0,040001


Analogamente qui avremo k=(13*3,862197 - (0,579*55,917))/(13*0,040001 - (0,579)^2)

	K(retta interpol)=
	96,5115
	N/m

	K(somme)=
	96,5751
	N/m

	err(somme)=
	0,0415
	N/m

	Il coefficiente di questa molla è

	K=96,58 ±0,04 N/m


	Molle 1 e 2 in serie
	
	
	
	

	Massa in Kg 
	Peso in N
	x (variazione) in m
	xy
	x^2

	0
	0
	0
	0
	0

	0,0500
	0,4905
	0,025
	0,012263
	0,000625

	0,1000
	0,9810
	0,051
	0,050031
	0,002601

	0,1500
	1,4715
	0,076
	0,111834
	0,005776

	0,2000
	1,9620
	0,102
	0,200124
	0,010404

	0,3000
	2,9430
	0,153
	0,450279
	0,023409

	0,4000
	3,9240
	0,203
	0,796572
	0,041209

	0,5000
	4,9050
	0,253
	1,240965
	0,064009

	0,6000
	5,8860
	0,303
	1,783458
	0,091809

	0,7000
	6,8670
	0,353
	2,424051
	0,124609

	0,8000
	7,8480
	0,403
	3,162744
	0,162409

	0,9000
	8,8290
	0,454
	4,008366
	0,206116

	1,0000
	9,8100
	0,504
	4,944240
	0,254016

	Somma
	55,9170
	2,880
	19,184927
	0,986992


	Analogamente
	
	

	K(retta interpol)=
	19,4783
	N/m

	K(somme)=
	19,4156
	N/m

	err(somme)=
	0,0084
	N/m

	Il coefficiente di questa molla è

	K=19,416 ±0,008 N/m


Si noti come la somma della somma degli allungamenti delle molle 1 e 2, differisce di pochissimo

dalla somma degli allungamenti della molla formata dalle molle 1 e 2 in serie.

Questa "somiglianza" è dovuta al fatto che essendo in serie la molla 1 sorregge la molla 2 che a sua volta sorregge le varie masse.

Perciò la forza peso che agisce sulla molla 1 è quella della molla 2 più le masse applicate a quest' ultima, ciò produce un x solo in relazione delle masse applicate, il fatto che ci sia anche il peso della molla 2 non influisce, in quanto viene già compreso nello "zero".

Quindi la molla 1 in questo caso ha la stessa elongazione rispetto a quella con le stesse masse applicate ma senza la molla 2 in serie e la molla 2 soggetta alla forza peso delle masse applicate ha analogamente anche essa la stessa elongazione

Per come abbiamo specificato qui sopra otteniamo

	k(prima)=a/b
	k(seconda)=a/c
	k(terza)=a/(b+c)


Ovvero

	1/k(t)=1/k(p) + 1/k(s)

	esplicitando si ottene

	k(t)=(k(p)*k(s))/(k(p)+k(s))

	nel nostro caso

	(24,2590* 96,5751)/(24,2590 +96,5751)=19,389 N/m


che tenendo in considerazione gli errori può essere considerato uguale a quello ricavato sperimentalmente (19,416N/m)

1. Determinazione della costante elastica di una molla dal periodo delle oscillazioni

Innanzitutto abbiamo scelto tre valori di m compresi tra 0.5(1.0 kg perché le oscillazioni di corpi piccoli sono veloci e di conseguenza difficili da misurare. Per ognuna di essi siamo andati a misurare, con due cronometri, il tempo necessario per eseguire dieci oscillazioni. Abbiamo ripetuto questa misura più volte in modo da avere una media dei valori. 

Il calcolo della costante elastica della molla (K) deriva dalla seguente formula:
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Perciò avremo che la costante sarà:
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2. Misura di K di due molle in serie

Abbiamo collegato le due molle utilizzate nella prima prova in serie e siamo andati a misurare l’allungamento prodotto dai pesetti come illustrato dal procedimento uno.

TABELLE E RISULTATI GRAFICI

PROVA 1:

Misura e calcolo della costante elastica della prima molla.

	N° prova
	Massa [Kg]
	Forza [N]
	 x [m]
	x [m]
	K [N/m]
	         

	0
	0,00
	0,0000
	0,323
	0,000
	/
	

	1
	0,05
	0,4905
	0,343
	0,020
	24,525
	

	2
	0,10
	0,9810
	0,362
	0,039
	25,153
	

	3
	0,15
	1,4715
	0,382
	0,059
	24,940
	

	4
	0,20
	1,9620
	0,402
	0,079
	24,835
	

	5
	0,25
	2,4525
	0,422
	0,099
	24,772
	

	6
	0,30
	2,9430
	0,442
	0,119
	24,731
	

	7
	0,35
	3,4335
	0,462
	0,139
	24,701
	

	8
	0,40
	3,9240
	0,482
	0,159
	24,679
	

	9
	0,45
	4,4145
	0,502
	0,179
	24,662
	

	10
	0,50
	4,9050
	0,522
	0,199
	24,648
	

	11
	0,55
	5,3955
	0,542
	0,219
	24,636
	

	12
	0,60
	5,8860
	0,561
	0,238
	24,731
	

	13
	0,65
	6,3765
	0,581
	0,258
	24,715
	

	14
	0,70
	6,8670
	0,601
	0,278
	24,701
	

	15
	0,75
	7,3575
	0,620
	0,297
	24,772
	

	16
	0,80
	7,8480
	0,640
	0,317
	24,757
	

	17
	0,85
	8,3385
	0,660
	0,337
	24,743
	

	18
	0,90
	8,8290
	0,679
	0,356
	24,800
	

	19
	0,95
	9,3195
	0,699
	0,376
	24,785
	

	20
	1,00
	9,8100
	0,718
	0,395
	24,835
	


PROVA 2:

Misura e calcolo della costante elastica della seconda molla.

	N° prova
	Massa [Kg]
	Forza [N]
	 x [m]
	x [m]
	K [N/m]
	     

	0
	0,00
	0,0000
	0,273
	0,000
	/
	

	1
	0,05
	0,4905
	0,278
	0,005
	98,100
	

	2
	0,10
	0,9810
	0,283
	0,010
	98,100
	

	3
	0,15
	1,4715
	0,288
	0,015
	98,100
	

	4
	0,20
	1,9620
	0,293
	0,020
	98,100
	

	5
	0,25
	2,4525
	0,298
	0,025
	98,100
	

	6
	0,30
	2,9430
	0,303
	0,030
	98,100
	

	7
	0,35
	3,4335
	0,308
	0,035
	98,100
	

	8
	0,40
	3,9240
	0,313
	0,040
	98,100
	

	9
	0,45
	4,4145
	0,318
	0,045
	98,100
	

	10
	0,50
	4,9050
	0,324
	0,051
	96,176
	

	11
	0,55
	5,3955
	0,329
	0,056
	96,348
	

	12
	0,60
	5,8860
	0,334
	0,061
	96,491
	

	13
	0,65
	6,3765
	0,339
	0,066
	96,614
	

	14
	0,70
	6,8670
	0,344
	0,071
	96,718
	

	15
	0,75
	7,3575
	0,349
	0,076
	96,809
	

	16
	0,80
	7,8480
	0,354
	0,081
	96,888
	

	17
	0,85
	8,3385
	0,360
	0,087
	95,844
	

	18
	0,90
	8,8290
	0,365
	0,092
	95,967
	

	19
	0,95
	9,3195
	0,370
	0,097
	96,077
	

	20
	1,00
	9,8100
	0,375
	0,102
	96,176
	


Con F abbiamo indicato la forza esercitata dal peso che è data da:
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dove g è l’accelerazione gravitazionale. Il termine x indica l’allungamento della molla mentre (x rappresenta la differenza fra la lunghezza della molla a carico e quella a riposo.

La costante elastica della molla si ricava dalla seguente formula:
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Dato l’andamento non perfettamente lineare della forza elastica in funzione di (x non avremo un unico K, perciò ne calcoleremo uno denominato KBEST dato dalla relazione 
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 dove KMAX  e KMIN  sono rispettivamente il valore massimo e quello minimo calcolati.

Inoltre ricaveremo un’incertezza sulla misura data da: 
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Perciò K diverrà:             
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Per la prima molla 
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per la seconda molla 
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PROVA DINAMICA:

Inizialmente abbiamo calcolato per ogni corpo applicato alla molla la media dei tempi fra le sei prove eseguite:  
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 dove N è il numero delle prove eseguite.

In seguito è stato ricavato il periodo di una oscillazione dividendo 
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 per dieci ottenendo così un nuovo valore che abbiamo chiamato 
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In questa prova abbiamo calcolato la costante elastica da:
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K0 rappresenta la costante elastica media della molla che abbiamo ricavato dalla legge:
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L’errore sulla misura (ΔK) è dato da:
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dove 
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 si può calcolare grazie alla relazione:
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Tabella della prova dinamica

	N°Prova
	m(kg)
	T1(s)
	T2(s)
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 EMBED Equation.3  [image: image24.wmf])
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	1
	0.60
	9.34
	9.56
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	2
	
	9.38
	9.66
	

	3
	
	9.47
	9.57
	

	1
	0.75
	10.50
	10.72
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	10.59
	10.53
	

	3
	
	10.63
	10.75
	

	1
	0.90
	11.22
	11.38
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	11.38
	11.47
	

	3
	
	11.22
	11.47
	


Tabella sulle molle in serie:

	N° prova
	Massa [Kg]
	Forza [N]
	 x [m]
	x [m]
	K [N/m]

	0
	0,00
	0,0000
	0,571
	0,000
	/

	1
	0,05
	0,4905
	0,596
	0,025
	19,620

	2
	0,10
	0,9810
	0,621
	0,050
	19,620

	3
	0,15
	1,4715
	0,646
	0,075
	19,620

	4
	0,20
	1,9620
	0,671
	0,100
	19,620

	5
	0,25
	2,4525
	0,696
	0,125
	19,620

	6
	0,30
	2,9430
	0,721
	0,150
	19,620

	7
	0,35
	3,4335
	0,746
	0,175
	19,620

	8
	0,40
	3,9240
	0,771
	0,200
	19,620

	9
	0,45
	4,4145
	0,796
	0,225
	19,620

	10
	0,50
	4,9050
	0,820
	0,249
	19,698

	11
	0,55
	5,3955
	0,845
	0,274
	19,691

	12
	0,60
	5,8860
	0,870
	0,299
	19,685

	13
	0,65
	6,3765
	0,894
	0,323
	19,741

	14
	0,70
	6,8670
	0,919
	0,348
	19,732

	15
	0,75
	7,3575
	0,944
	0,373
	19,725

	16
	0,80
	7,8480
	0,968
	0,397
	19,768

	17
	0,85
	8,3385
	0,993
	0,422
	19,759

	18
	0,90
	8,8290
	1,017
	0,446
	19,795

	19
	0,95
	9,3195
	1,042
	0,471
	19,786

	20
	1,00
	9,8100
	1,067
	0,496
	19,778


La costante elastica delle due molle è stata ricavata con lo stesso procedimento con cui sono stati calcolati K1 e K2  nelle prove 1 e 2. Il K derivante dal KBEST e ΔK è risultato:
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Osservando i K ricavati dalle prove 1, 2 e delle molle in serie si può dedurre che per calcolare la costante di due molle in serie conoscendo i K delle due molle vale la seguente equazione:
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Questo significa che ognuna delle due molle costituenti la serie, sottoposta ad una certa 
[image: image30.wmf]F

, produce un allungamento Δx uguale a quello che sarebbe prodotto dalla stessa molla presa singolarmente. Infatti se si considera il caso particolare di due molle in serie con K uguali si avrà che il K risultante sarà la metà del K delle singole molle. Avremo pertanto che l’allungamento Δx delle due molle in serie sarà esattamente il doppio del Δx provocato dalla stessa 
[image: image31.wmf]F

 applicata ad una sola molla.

 Calcolo grafico della costante elastica delle singole molle e delle molle in serie

Per calcolare le costanti di elasticità delle singole molle e delle molle in serie sono stati riportati in tre grafici i valori di allungamento x e di forza elastica Fe rispettivamente sull’asse delle ascisse e delle ordinate. Per calcolare il valore di K è necessario calcolare il coefficiente angolare delle semirette definite dalle coppie di valori di x e Fe.

 Per le inevitabili imprecisioni relative ai valori misurati di x e le approssimazioni necessarie per poter graficare i dati su carta millimetrata non è possibile tracciare semirette passanti per ogni punto identificato dalle misurazioni effettuate. Pertanto si calcolerà il coefficiente angolare prendendo due punti arbitrari del grafico e, inoltre, verrà calcolato l’errore commesso sulla misurazione del K col metodo grafico.
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 Per i motivi suddetti è necessario disegnare, in prossimità di ogni punto, una “banda d’errore”, ovvero un piccolo segmento prima e dopo il punto. Ciò indica che si tiene conto dell’errore su x, mentre l’errore su Fe è considerato trascurabile. Per mezzo delle bande d’errore è possibile disegnare su ogni grafico due semirette, una che cerca di unire i punti inferiormente e una superiormente. Nel nostro caso si è scelto di assumere come banda d’errore  3 mm in base alla posizione dei punti nel grafico e in modo da ottenere semirette con differenza di coefficiente angolare apprezzabile.
Calcolando i coefficienti angolari (K) di tali semirette prendendo due punti arbitrari è possibile definire l’errore su K nel modo che segue:
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quindi si potrà scrivere:
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Metodo grafico - Risultati dei calcoli:
● Prima molla:
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K=(24.830 0.223) 
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● Seconda molla:
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K=(94.935 0.568) 
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* Evidentemente i punti scelti arbitrariamente per il calcolo  di K’ sono tali per cui K’<Kinf<Ksup
● Molle in serie:
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K=(19.885 0.144) 
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Calcolo della costante elastica K delle molle col metodo della regressione lineare, metodo dei minimi quadrati.

Constatando la linearità della legge che lega i valori di x e Fe si può associare la legge di Hooke  Fe=-kx ad una generica equazione y=ax+b. Avendo a disposizione diverse coppie di valori x ed y (x e Fe ) ci proponiamo di ricavare i coefficienti dell’equazione in modo da esprimere il legame tra le variabili dell’equazione. Per fare questo si ricorre alla regressione lineare che date n coppie di valori (x,y) permette di calcolare i coefficienti dell’equazione y=ax+b ed inoltre restituisce un valore r, detto coefficiente di regressione, in grado di esprimere la precisione con cui l’equazione y=ax+b descrive la relazione tra le variabili. Il valore di a corrisponderà a K e b esprimerà il valore di y con x=0. Il coefficiente di regressione è tale per cui |r|  1 e se r  1 significa che i valori di x ed y descrivono con buona precisione una retta, mentre se r  0 significa che i valori x ed y non seguono un andamento lineare o sono molto dispersi. Ciò indicherebbe la presenza di errori consistenti nelle misure effettuate.

I coefficienti a e b si ricavano dalle formule:
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Il coefficiente di regressione lineare è definito da:
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Molla n°1

y=ax+b=[
[image: image69.wmf]N

]

K1=a=24,903 
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b=-0,0541 
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r=0,999296109

Molla n°2

K2=a=95.871 
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b=0.0428 
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r=0,999950581

Molle in serie

K=a=19.79 
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b=-0.0192 
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r=0,999992629

I valori qui riportati sono stati ottenuti grazie all’uso di una calcolatrice scientifica tascabile.

Conclusioni

Dalle prove eseguite possiamo constatare la veridicità della legge di Hooke e del moto armonico sebbene  i valori da noi ricavati con i diversi metodi differiscano lievemente tra di loro.

Abbiamo verificato la validità della legge 
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 osservando che la costante elastica ricavata da questa relazione è analoga a quella calcolata con gli altri metodi applicati in questa esperienza.

In base ai valori misurati relativi alle due molle in serie abbiamo dedotto che la costante elastica K è data dalla relazione 
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sono i K delle molle costituenti la serie.

 Le discrepanze tra i valori delle costanti elastiche K nelle prove 1,2 e delle molle in serie sono riconducibili alle approssimazioni nella lettura dei valori d’allungamento, mentre l’errore sulla misura della forza elastica è stato considerato trascurabile.

Nel metodo grafico i principali errori sono dovuti alle imprecisioni sorte nel riportare i valori su carta millimetrata.

Confrontando i K della prima molla ottenuti con la legge di Hooke e la prova dinamica, riscontriamo che essi differiscono di un valore relativamente alto dovuto all’errorre umano nel rilevamento cronometrico del periodo. 

Le costanti elastiche calcolate col metodo della regressione lineare si possono considerare affette da errori minimi in quanto il parametro r è prossimo al valore 1.
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