Casistica
A(nxm)

ser(A) < r(A: b) — nessuna soluzione
. k = m - una sola soluzione
ser(A)=r(A:b)=ke o o
k < m - infinite soluzioni

Ad esempio
X1 +X2=1
A= 1 1]
X1
X =
b=1
r(A) =r(A: b) =1< 2 - oo soluzioni al variare dx,.
Esercizi
1.
1 2 -1
A= 0 3 -2
2 -2 4
- .
X = X2
X3
1
b=| 2
3
8 6 -1 T T i
, determinant: 10, adjugate: 4 2 2 | inverse; £ LI 1
62 3 t -t 4
r(A) = r(A : b) = 3 esiste una e una sola soluzione data da
x=A"lb
T 5w || 1 ~o
=l 23 | 2] 3
e o



1 -1 4
A:

2-31}
X1

X = X2
X3

o- 2}
1

r(A) = r(A: b) = 2 < 3 infinite soluzioni.

Il sistema si scrive
X1 —Xo + 4X3 =2
2X1 —3Xo+X3 =1
X1 —Xo = 2—4X3
2X1 — 3% = 1—X3
1
A =
2 -3
X1
X =
X2 :|

2-4
b= X3
1-X3

che in termini di matrici diventa

, determinant:-1, adjugate|:

Le soluzioni sono date da
x=A"b

X = 3 -1 2 —4x3 _ 5-11x3
2 -1 1-X3 3-7X3

al variare dixs



12
A= 2 -1

4 1

_xl
X:

X2:|

3
b= 1

5

r(A) = r(A: b) = 2 = muna sola soluzione
Il sistema si scrive

X1 +2X =3
2X1—X> =1
A%, + X =5

Si considerano solo le prime due e si risolve ponendo

1 2
A:
2 -1




10 3-1 |
A 2 -10 5
0-110
1 0 1 1
— . _
X2
X =
X3
X4
-
b - -1
1
-1
r(A) = r(A : b) = 3 < 4 infinite soluzioni. Le soluzioni sondate da
10 3
A=| 2 -10
0 -11
— .
X=1 X
X3
N -1+ X4
b=| -1-5x,4
1
x=A"1b
% % —% ~-1+X4 -1-2%4
x=| £ -+ ¢ “1-5% |=| -1+Xa
| 34 4 1 2
13 3 13 -3
, determinant:-7, adjugate] -2 1 6 |, inverse; 2 -1 &
21 343

Discutere e risolvere il seguente sistema in funziorte di
x+hy=0
hx+4y = h+2

|:1h:| . |:1h0 ]
A: (Ab):
h 4 h 4 ht?

, determinant: 4 h2 = 0> h = +2 le soluzioni sono date daramer



__—hth+2) _ h
T 2-h@2+h)  (2-h)
__h+2
Y= -mein - 2-h

. 1 0
(A:b)—|:2 4:|

che harango 2 quindi nessuna soluzione.

Seh=-2r(A)=1e
1 20
i b) =
AR

che harango 1. La soluzione si ridueléequazione
x—2y=0
X=2y
y=y
Discutere e risolvere il seguente sistema in funziorte di

X+hy+z=2
hx+y+z=2h

1 h1 1 h
A= |: :| Per determinare il rango @iscelgo la sottomatricE ho1 :| che ha det

X

Seh=2r(A)=1e

AN

h 11

h 1
1-h? perh+ £lilrangoe 2. Sé = -1, dalla|: 11 :| ilrango € ancora 2; se= 11l

rango e 1.
Si calcola ora il rango dfA : b) :
perh = 1lilrango & 2; peh = 1 & 1 quindi

h + £1 il sistema diventa
X+hy=2-2z
{ hx+y=2h-z
e le soluzioni sono date daramer

{2—2 h:|
de
2h-z'1 |  (2_z-h@h-2)

X= 1_he T A-ma+h
_ 2(1-h? z1-h ., z
T 1-h2 (A-h@+h)  ° @+h)

det|: 1 2-z :|

yo h2h-z | on 7 ohizh

1_he T_hyd+h)
_ z1-h) _ z

1-h@+h)  @+h)
Z=17



h = -1 il sistema diventa

hy+z=2-x
y+z=2h-hx
e le soluzioni sono date daramer

{ 2-X 1 :|
de
2h—hx 1 _2-x-2h+hx

y= h-1 ho1
_ 2Mh-LH)+xh-1
= ho1 =Xx-2
h 2-
det|: X :|
7 - 1 2h-—hx _2h? —h?x—-2+x
h-1 h-1
2 _ _ 2 _
_ 2h*-1)-x(h*-1) _2-whe1)
h-1
X =X
h = 1 il sistema si riducall’ equazione +y + z = 2 con soluzioni
X=2-y-2
y=y
z2=12

7. Determinare le terng b, c per cui il sistema
ax—by+2cz=1+a
ax—2cz=1
ax+by=2+a

ammette la soluzione

Soluzione
Sostituendo i valori si ottiene deguente sistemelle incognitea, b, c:

a+b+c=1

2a-1c=1

a-1lb=2
la cui matrice dei coefficienti &

1 1 1

2 0 1

1 -1 0

, determinant-4 + 0. La soluzione unica &, Solutionigb = -1,a=1,c = 1}.
8. Determinare il valore del parametiger cui esiste una sola terag, c tale che il sistema



ax—bhy+z =2
ax—-y—-c(z-1)=1+h
—ax—by+cz=c+1

ammetta come soluzione

Xx=1
y=-1
z=2

Soluzione
Sostituendo i valori si ottiene deguente sistemelle incognitea, b, c:

a+bh=0
a-c=nh
—-a+b+c=1

la cui matrice dei coefficienti &

PP
= O =
|—\,LO

, determinant: = 0 Vh.
Discutere il sistema

hx+y =k
Xx+hy+kz=h-1

h 10
1 h Kk

dalla quale si possorestrarre le seguentk2

h 1 h O 10
1 h 1 k h k
i cui determinanti valgono rispettivamente
h? -1
hk

k

Dal terzo si puo concludere che geg 0 eVhil rango € 2 ed il sistema ammettesoluzioni.
Sek = 0, dal primo si deduce che per= +1 eVkil rango € 2 ed il sistema ammette
soluzioni.

Rimangono da esaminare icés:t Oeh = 1ek=0eh = -1.

k = 0 eh = 1 il sistema si riducall’ equazione

X+y=0
X=-y

al variare dei paramethi e k.
Soluzione
La matrice dei coefficienti &



e si hanneo? soluzioni al variare dy e z (le incognite erandre).
k = 0 eh = —1 'unico vettore colonna linearmente indipendente della matrice dei coefficienti

!
diventa[ -1 1 } che, accostato al vettobeforma la matrice

e

, determinant: 2 e rango 2; essendd) < r(A : b) A soluzioni.
Discutere il sistema

hx+y=0
AX+hy=4
X+ky=1
al variare dei paramethi e k.
Soluzione
La matrice dei coefficienti e la matrice orlata sono rispettivamente
h 1 h 10
4 h 4 h 4
1 k 1 k1

, determinanth(h — 4k)Si possono subito calcolare i valori per i quali il determinante della
matrice orlata € diverso da zero in quanto in tal caso non esistdapioni (si noti inoltre che

10
r(A: b) > 2inquanto d{ h o4 :| + 0 sempre).

, determinanth(h — 4k) = 0, Solution is {h = 0}, {h = 4k}
{h = 0} :la matrice dei coefficienti diventa

01
4 0
1k

01
che harango 'k (det|: 40 :| = —4) quindi esiste una sola soluzione pgni valore dik.

In particolare il sistema si riducdle prime due equazioni che forniscono

y=0
4 = 4

{h = 4k} :la matrice dei coefficienti diventa

4k 1
4 4
1 k

nella quale si nota che la seconda riga & pauattrovolte laterza. Siscelgono dunque la
prima e l'ultima per verificare il rango calcolando

de ak 1 =4k?-1
1 k

che risulta pari a zero pér= J_r%. Quindi perh = 4kek=+1 r(A)=1<r(A:b)=2ed



11.

12.

soluzioni; peth = 4k ek + J_r% r(A) = r(A : b) = 2 ed esiste una sola soluzione. In
particolare il sistema si riduce ale due equazioni

dkx+y =0
X+ky=1
la cui soluzione unica (in funzione k) &

—_1
1-4k2
- __%
y 1-4k?

Discutere peogni valore dei parametri rediie k il seguente sistema lineare e risolverlo

guando possibile:
1 en x | | k
1 e y 0

1 en - . .
det|: € :| = e —e" = 0 perh = 0. Quindir(A) = 2 perh = 0 ed esiste una soluzione

Soluzione

1 eh
unica data da:

[k @
det " :|
= B 0 e _ ke_h
eh_en eh_en
1k
det :|
yo B 10 _ K
eh_en eh_en
11Kk 1k
Nelcasoincuh=0,A: b= . Estraendo la matric , 1l cui
110 10

determinante ek, si deduce che(A : b) = 1 sek = 0 e 2 altrimenti. Nel secondo caso non
esistono soluzioni, nel primo ne esistend In particolare il sistema si riducdl’ equazione

X+y=0
da cui le soluzioni
X=-y
y=y

Discutere peogni valore dei parametri redlie k il seguente sistema lineare e risolverlo

guando possibile:
e Kk x | | h
k eh y 0

h k
det|: © :| = 1-k? = 0 perk = £1 (vh). Quindir(A) = 2 perk #+ +1 ed esiste una

Soluzione

k eh
soluzione unica data da:



13.

[ h ok
det N :|
= B 0 e he_h
1- k2 1- k2
h h
det N :|
- i k 0 ___kh
1- k2 1- k2

N h
Perk = 1 da de[ i 0 :| = —h si ottiene che (A : b) = r(A) = 1 seh = 0 e in tal caso si

hannox! soluzioni datedall’equazione
Xx+y=0
da cui
X=-y
y=y
Seh # 0 non esistono soluzioni.

N h
Perk = —1da de © 0 = h si ottiene che (A : b) = r(A) = 1 seh = 0 e in tal caso si

hannox! soluzioni datedall’equazione
x-y=0
da cui

y=y
Seh = 0 non esistono soluzioni.
Risolvere il seguente sistema lineare in dipendenza del parametra reale

(@+1)°x+y—4z=2
X+y+2az=1

(a+1)> 1 -4
1 12

. 1 4 e
che, cons@erandE 1 2 :| ha rango 2 pea + —2. In tal caso shannox? soluzioni date

Soluzione
La matriceA dei coefficienti &

da



14.

_ 2v
de 2—-(a+1)x -4
1-x 2a

y= 2a+4

_ 4a—2xad —4xa® — 2xa+ 4 — 4x
2a+4

de 1 2-(a+1)%
1 1-x

2a+4
_ —l+xa(a+2)
B 2a+ 4
Seinvecea = -2r(A) =1eA:be
12
11

ha det + O per cui rango pari a 2 e il sistema non ha soluzioni.
Risolvere il seguente sistema lineare in dipendenza del parametra reale

(@+1)x+(@+1ly+2z=2@a+1)
ax+y+z=2a

(a+1) (a+1) 2
a 1 1

si "tiene” laterzacolonna e si verifica il rango orlando con la prima e poi la seconda. |
determinanti valgono rispettivamente, determinant:&l determinanta — 1 che si annullano

entrambi pea = 1.
2 4
12

Sea = 1 allora orlando coib si ha
il cui determinante & pari a zero. In tal caso esisteA®oluzioni date ad esempio dalla prima
equazione

zZ =

Soluzione
La matriceA dei coefficienti &

X=-y—-2+2
y=y
z=12

Sea = 1r(A) = r(A: b) = 2 e si hannoo soluzioni. Scegliend&a come variabile libera si
ottiene



X=X

de{ 2@+1)— @+ 1)x 2 J
2a—ax 1

y= a-1
_ (@-Hx-=2)
B a-1

de{ @+1) 2@+1)-(a+1l)x ]

1 2a— ax
zZ =

a-1
_ —(a-1)(a+1)(x—-2)
B a-1




